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Предисловие 

Согласно европейской традиции, возникновение 
науки мы СВJlЗЫваем с именами философов Ионийской 
школы - Фалеса, Анаксимандра, Анаксимена. Если ра­
нее все происходивmее вокруг оБЬJIСИJIЛИ волею и при­
ХOТJIМИ капризных богов, то им первым пришла в голову 
мысль, что мир можно поНJIТЬ. дли этого достаточно вы­
делить в нем одно или несколько простых начал и все 

остальное оБЪJlСНИТЬ с их помощью. Фалес единствен­
ным началом посчиraл воду. К этому его могли под­
толкнуть наблюдеНИJI за превращеНИJlМИ воды в газооб­
разное и твердое состоJlНИJl, наблюдеНИJI за тем, что соль 
и другие вещества раствОрJlЮТCJI в воде и как бы в ней 
исчезают, набmoдеНИJI за тем, что вода необходима ДЛJI 
жизни И пр. КажущИСJl наивность ВЭГЛJIДов Фалеса не 
должна эаслоНJIТЬ от нас главного - он сумел ВЭГЛJIНУТЬ 

на мир с совершеtПIо новой точки зреНИJl. Его озарила 
вeликaJI идеJl, что мир познаваемl 

После Фалеса был Анаксимандр, который не захо­
тел свизывать первоначало ни с одним из известных ве­

ществ и назвал его апейроном - неопределенным И без­
граничным. Анаксимен провозгласил первоначалом 
подвижный воздух и первым выдвинул теорию физиче­
ских переходов. К тому времени JПOДИ уже давно владе­
ли искусством счета и примеИJIЛИ его в своей практике, 
но когда оказалось, что даже гаРМОНИJI неуловимых зву­

ков музыки может быть описана с помощью чисел, это 
их изумило. Сами вещи суть числа - заключили пифaro­
реЙцы. 
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Столь разные объяснения устройства окружающего 
мира не могли не вызвать скептического к себе отноше­
ния. ЛИшь умопостигаемое быmе, а не данные органов 
чувств, обладает действительной реальностью. Элеец 
Парменид приходиr к выводу, что быmе вечно, едино и 
неподвижно, и знание возможно только о нем, а все что 

дано в чувствеlПlОМ опыте «суть ,Мнения с,Мертных», 

проводя, таким образом, различие между знанием и 
мнением. Защищая взгляды своего учигеля от нападок 
тех, кто его высмеивал, Зенон формулирует свои знаме­
нитые апории, в которых доказывает, что признание су­

ществования движения и многого влечет за собой более 
странные последствия, чем признание существования 

неподвижности и единого. Учение элеатов произвело 
очень сильное впечатлеШlе на современников и до сих 

пор приковывает к себе наше ВШlМание. Платон вложил 
в уста Сократа следующие слова: «К Мелиссу и всем 
прочим, кто полагает универсу'м единым и неnодвu:ж­
ным, я испытываю почтение и боюсь, как бы нам не 
опошлить [их учения] своим разборо'м, и все же [ко всем 
ним вместе взятым] я испытываю ,Меньше почтения, 
че'м к одНО,МУ ПаР'мениду. ПаР'менид же ,Мне кажется, 
по слову ГО'мера, внушающим благоговение и в то же 
время трепет» [36, С. 275]. 

Современником Парменида был Гераклит из Эфеса. 
Он не утруждал себя доказательствами, а просто утвер­
ждал, что нет ШlЧего застывшего и неподвижного, что 

все находиrcя в становлении, что «этот кос'мОС, один и 
тот же для всех, не создал никто из богов, никто из 
людей, но он всегда был, есть и будет вечно живой 
огонь, 'мерно 80згорающийся, 'мерно угасающий» [36, С. 
217]. Афористичность языка сильно воздействовала на 
всех, кто знакомился с учением Гераклита, но в этом 
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была и его слабость. «Гераклит ... nредоставш нам до­
гадываться [о смысле своих слов], не потрудившись 
сделать свою речь ясной для нас» [36, с. 180] - пишет 
Плотин. Тем не менее, главный посьш учения Гераклита 
бьm поНJIТ, и от него уже никто не мог отмахНУТЬСJl. 

Учения Парменида и Гераклита во многом опреде­
лили будущие направления развития всей европейской 
философии. Первые законченные философские системы 
мы находим у Ilлатона и АристотеЛJI. Они ВЗJlЛись на­
вести ПОРJIДок в многообразии существовавших точек 
зрения на устройство мироздания. В числе прочих ими 
БыJDI даны ответы на вопросы, что есть иcпmа, что есть 
знание и каковы его объекты? Оба мыслиreля признава­
ли реальность чувственного, подверженного изменению 

мира Гераклита, но в то же время не могли отмахнутьСJl 

и от учения Парменида, принимая его различение зна­
НИJI и мнения. это нашло отражение во ВЗГЛJIДах на объ­
екты и цели познания. для Ilлатона ими JlВЛJlЛись веч­
ные идеи, которым чувственный мир Jlвлений всего 
лишь «причастею>. Аристотель не принимал теории 
идей, но создал учение о формах, существующих по­
средством вещей. И ДЛJl Ilлатона, и ДЛJI Аристотеля по­
знание направлено на то, что не подвержено изменению 

во времени. Рассуждая об истине и изменчивом мире 
явлений, Аристотель зaкmoчает, что «если все находит­
ся в двu:ж:ении, то ничто не может быть истинным; 
тогда, значит, все было бы ложно» [Метафизика, N, 8, 
1012Ь 20]. Отсюда он делает удивительно нелогичный 
вывод: «Многое же хотя и истинно и существует, но 
может быть и иным. Ясно поэтому, что о нем нет 
науки» [Вторая Аналитика, 1, 33, 88Ь 30]. Более последо­
вате.льны�M бьшо бы зaкmoчить, что если ПРИНJIТИе тео­
ретической конструкции под названием (<Понятие исти-
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ны> влечет за собой отказ от возможности позн8ИИJI 
признаваемого нами действиreльным измеНJIЮщегося 
мира и ограничивает его сферу mппь неизменным пар­
менидовским бытием, то мы должны отказаться именио 
от этой теоретической конструкции. Однако этого не 
случилось, и возобладала абсурдная точка зреНИJI - тем 
хуже мирозданию. что оно не nоддается описанию в 
терминах иCтUНHOCти. 

Исторические судьбы учений Платона и Аристоте­
ля, их огромный авторитет привели к тому, что мы ока­
зались заложниками этих взгmrдов. Возникло учение о 
ПОНJIТИJIX и правилах их определения. Возникла теорИJI 
силлогистических рассуждений, базирующая:ся на от­
ношенИJIX между объемами поНJIТИЙ. это бьmо признано 
едlUlСтвенно правильным представлением окружающего 

мира и стало стандартом, которому обучали в школах и 
университетах, которому должна была следовать и в ре­
зультате следовала наука. Последователи герaклиrов­
ской 11'8ДИЦИИ бьши ЛИIПены адекватного ПОНJl1'ИЙНого 
аппарата ДJIJI выражения свойств измеНJПOщегося мира. 
они бьши вынуждены пытаться доносить свои идеи, 
формулируя их на Н8Вяэаниом им языке, прmщипиально 
не предназначенным дли этого. Стоит ли после этого 
удивляться, что современиая: наука, как заметил А.М. 
Анисов, по своей сути ЯВЛJIется парменидовскоЙ. Залож­
ницей и последовательным про водником этой весьма 

ограниченной точки зрения стала логика. Но что есть 

Логика? 
Именно эти вопросы и интересовали мени при напи­

сании настоящей книги. Многое из изложенного в ней в 
той или иной форме неоднократно обсуждалось с моими 
коллегами по сектору логики Инcтитyra философии 
РАН - д.ф.н. А.С.Карпенко, д.ф.н. А.М.Анисовым, д.ф.н. 
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в.л.Васюковым, к.ф.н. С.А.Павловым. их дружеская 
критика помогала лучше увидеть слабые места в аргу­
менraции и корректировать собственные взгляды. Я хо­
чу поблагодарить д.ф.н. А.А.Крушинскоro, который по­
мог мне новыми глазами увидеть мир логики древнего 

Китая. Особая благодарность к.ф.н. Е.В.Левенец. Она 
бьша моим первым критиком и очень помогла в истори­
ко-философском осмыслении проблемы. 

Я очень сожалею, 'ПО не могу выразить благодар­
ность Владимиру Александровичу Смирнову, с которым 
познакОМИЛСJl 27 лет назад и который бьm моим глав­
ным учителем логики, а потому просто ПОСВJlЩаю ему 

'ЛУ книгу. 



Аристотель, а вслед за НИМ и весь 
мир ПРИНJIли за иеоспоримую истину, 

что применение правил дедуктивного 

вывода гарантирует получение заклю­

чениЯ, не уступающих по нвдежности 

посылкам. Иначе говоря, если посыл­
ки истинны, то истинны и заключения. 

МКлайн 

Общее согласие - самое дурное 
предзнаменование в делах разума ... 

Ф.Бэкон 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Наиболее широко применимой и самой глубоко 
изучеlDlОЙ системой совремеlDlОЙ логики JIВJIJIетсJl клас­
сическая. Практически все другие системы логики, так 
или Шlаче, на сmrraксическом или семантическом уров­

не сводимы к ней. В настоящей книге мы выскажем ряд 
кригических замечаний в адрес классической логики, 
которые будут каСа1ЪСJI философских преДПОСЬVIок. ле­
жащих в ее основе. Важность критики именно философ­
ских предпосылок заключаетсJl в том, что в системе на­

учного знaниJI логика занимает особое выделенное ме­
сто - на ней базируетсJl ВСJl остальная наука. Логика 
определяет то, в какие формы нам позволено облекать 
свои мысли, если мы хотим быть понJIты� другими 
JПOДЬМИ, а отношение логического следовaниJI опредеЛJI-
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ет то, в какие формы нам позволено облекать свою ар­
I)'ментацию, если мы хотим, чтобы наши выводы были 
приняты другими людьми. В этом заключается необы­
чайно важная роль, которую играет логика в процессе 

познания, и в этом причина ее необычайной косности 
как условия сохранения достигнутого знания. В 1'0 же 
время, очевидно, что различные области научного зна­
ния развиваются неравномерно. Меняются представле­
ния о свойствах времени и пространства и о связи между 
ними, меияются представления о свойствах и формах 
материи. Появляются совершенно новые области науч­
ного исследования. Все это требует постоянного пере­
осмысления, которое и происходит, но уже в рамках фи­
лософского знания. В этой ситуации появляется опас­
ность возникновения несоответствия общих 
философских предпосьшок логики новым научным реа­
лиям. Из полезного инструмента логика может превра­
титься в тормоз развития науки. 

Начало современного этапа развития логики мы свя­
зываем с работами Г.Фреге, Г.Пеано, Б.Рассела и 
А.уайтхеда. их труды послужили своеобразным этало­
ном того, как И в каком направлении следует ее разви­

вать. Удобное символьное представление изучаемых 
объектов повлекло за собой широкое применение мате­
матических методов, что не замедлило сказаться полу­

чением ряда фундаментальных теорем. Особо следует 
отметить результаты А.Тарского, к.Геделя, Т.Сколема, 
А.Черча, А.Тьюринга, С.Клини. Со всеми основаниями 
можно утверждать, что в ХХ в. логика принадлежала к 
числу наиболее бурно и плодотворно развивавшихся 
наук. это привлекало к ней ВШlМание и обеспечивало 
приток умов. Однако к концу века работающие в ней 
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ученые все чаще стали задумываться об основаниях сво­
ей науки. 

«... ,МЫ должны обратить внимание на главную 
тенденцию развития логики в конце хх и начале XXI ве­
ка. Как сто лет назад остро встал вопрос об основани­
ях ,Мате,Матики, так сейчас стоит вопрос об основани­
ях самой логики, в связи с че,М обсуждаются следующие 
nробле'мЫ: 

(i) Что есть логическое следование? 
(и) Что есть логические понятия (опера­

ции)? 
(Ш) Что есть логическая система? 
(vi) Что есть логика?» [19, с. 71]. 

То, что казалось очевидным в начале хх в., к концу 
его все чаще стали ставить под сомнение, появилось 

ощущение размывания самого предмета логики. Во 
время одного из докладов, который пришлось делать 
автору, присутствовавший в аудитории логик-математик 

настойчиво пьпался уговорить его вместо терминов «ис­
тина» и (<ЛОЖЬ» использовать «единичку» и «ноль». 

Убедить, что истина - это вовсе не единичка, а ложь - не 
ноль, так и не у далось. Подмена логической проблема­
тики проблематикой оперирования с одними лишь сим­
волами губительна для логики. Она значительно облег­
чает доступ в сферу логического творчества, но саму 
логику делает бессмысленной. 

Среди логиков сейчас уже трудно найти хотя бы од­
ного, кто одинаково хорошо ориентировался бы во всех 
разделах своей науки и был постоянно в курсе получен­
ных в них результатов. Время таких энциклопедистов 
прошло. ЕдинствеЮlOе, что нас объединяет и не дает 
развалиться самому зданию логики, - это ее основания. 
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Мы разделяем друг с другом ряд общих строго уточнен­
ных понятий и стараемся строить, исходя из них, свою 
науку. Однако всякая попытка критического переосмыс­
ления философских оснований логики наталкивается на 
определенные трудности. 

«В текстах и трактатах по истории философии 
,мы обычно находим инфОР'мацию лишь о то'м, какие те­
зucы или ,Мнения отстаивали те или иные фwrософы в 
разные времена. Все еще слишко'м редко встречаются 
сколько-нибудь интересные попытки nоказать, nоче'мУ 
фwrософы принимали именно такие воззрения и nоче'мУ 
им казалось важным nодчеркивать эти воззрения в ка­
честве составных частей своих учений... Часто, хотя и 

не всегда, ответы на эти вопросы зависят от выявле­
ния концептуальных допущений, которые явно или неяв­
но принимает тот или иной ,Мыслитель. Эти концепту­
альные допущения и склонность к использованию опре­
деленных nонятий часто разделяются все'ми или 
большинство'м 'мыслителей определенного периода или 
даже целой 1CJIльтуры) [38, с. 355]. 

Бурное развитие логики в КОlЩе XIX - начале хх в., 
когда именно и бьmи заново сформулированы ее основ­
ные понятия, происходило в ориентации на решение 

проблем, возникших в основаниях математики. Филосо­

фия математики с ее представлениями об объектах и ме­
тодах математики наложила на логику неизгладимый 

отпечаток. Можно лишь приветствовать ТО, что в совре­
менной логике начали широко применяться математиче­
ские методы, но определенные сомнеЮIЯ в прочности ее 

фундамента вызывает то, что главной преследуемой це­
лью было - подвести прочные основания под здание ма­
тематики. То, что с определенными оговорками спра-
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ведливо лишь ДЛJI математических рассуждений, посчи­
тали универсальными характеристиками и распростра­

нили на всю логику. Философская логика, иэначально 
ориенгированнlUI на решение гораздо более широкого 
круга проблем, бьmа лишена своей специфики. 

Логики уже начали сталкиваться с проблемами, ана­
логичными тем, которые возникли при попьпках приме­

нить точные методы совремеlПlОЙ математики в области 
социальных и гуманитарных наук. Хорошо известно, 
например, что классическая логика плохо применима 

ДЛJI анализа рассуждений в естествеlПlОМ языке. Резуль­
тат в сравнении с затраченными усилиями невелик. Бур­
ное размножение различных неклассических логик, и их 

применение к частным задачам проблемы не решило. 
Связано это с тем, что основания современной логики 
содержат ненужные жесткие ограничения, препятст­

вующие ее широкому применению в областях, природа 
которых в корне отлична от природы математического 

знания. ИмеlПlО по этой причине и стали все чаще зада­
ваться вопросами, насколько естественно то, что в логи­

ке принимается как само собой разумеющееся? Почему 
вообще мы приняли те или иные определения базисных 
понятий: логики? Что они нам дают и чего лишают? 

Сердцем классической логики являются понятие ис­
тины и понятие логического следования. Именно они и 
будут нас интересовать в первую очередь. Автор отдает 
себе отчет в том, что многое из сказанного далее не име­
ет доказательной силы, а скорее отражает его собствен­
ную точку зрения. 



П. КЛАССИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
СЛЕДОВАНИЯ 

Кркгерий истинности, сходным образом сформули­
рованный ПЛатоном «... тот, кто говорит о вещах в 
соответствии с тем, каковы они есть, говорит исти­

ну, тот же, кто говорит о них иначе, - лжет ... » 
[Кратил, 385Ь] и Аристотелем « .•. говорить о сущем, 
что его нет, шzи о не-сущем, что оно есть, - значит 

говорить ложное; а говорить о том, что сущее есть и 

не-сущее не есть, - значит говорить истинное» [Мета­
физика, IV, 7, 1011Ь 25], считается классическим и был, 
по историческим меркам относительно недавно, уточнен 

А.Тарским. С использование этого критерии был дока­
зан ряд фундаментальных теорем, но все-таки не он и не 
само ПОЮIТие истины является ядром логики. 

Понимая логику как науку, изучающую законы пра­
вильных рассуждений, центральным ее пов.таем 
еправедлнво ечитаете. пов.тве логичеекого еледо­

ваив •. В 1936 г. оно также было уточнено А.Тарским 
[35, 64]. ИмеtпlО это отношение определяет то, какие 
способы рассуждений принимаются в качестве правиль­
ных, а какие не удостаиваются этого зв8.НИJI. Логический 
ста1УС этого ПОНJIТИJI столь велик, что саму <Ulozuкy 
можно определить как науку о хороших способах рас­
суждений. Лод "хорошuми" способами рассуждений 
при этом можно nOHuмamь такие, при которых из вер­

ных ucxодных положений получаются верные резуль­
таты» [24, с. 5]. 
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Трудно переоценить значение, которое имеет при­
нимаемое понятие логического следования, для развития 

не только науки, но и всей человеческой КУЛЬ1Уры. Хо­
телось бы. чтобы это ПОНJIТИе бьшо в определенном 
смысле единственно верным. or того, какие виды умо­
зaкmoчений считаются доказательными, зависят спосо­
бы аргументации в судах, способы общения в учебных 
классах, способы передачи знания от одного поколения 
к другому, способы формулировки научных теорий и пр. 
Если мы в чем-1'О ошиблись при выборе отношения ло­
гического следования, 1'0 в нашей КУЛЬ1Уре обязательно 
должны бьши появиться изъяны, которых мы просто не 
имеем возможности заметить из-за уже принятой поня­

тийной сетки. 
Перейдем теперь непосредственно к анализу опре­

деления логического следования в классической логике. 
Некоторое умозаключение считается прав ильным. если 
и только если при истинности посьmок оно гарантирует 

истинность заключений. Вроде бы ничего разумного 
возразить против этого нельзя. Действительно. кому 
придет в голову пользоваться рассуждения:ми, которые 

могут привести от истины ко лжи? Сформулируем клас­
сическое определение следования более строго: «Из 
множества формул Б следует формула А, если и только 
если в каждой модели М, в которой истинны все фор­
.мулы множества z: будет истинна и формула А». 
Кратко, с использованием общепринятой логической 
символики, это можно записать в виде: 

EI=A <=> 'v'M('v'B(BeE ~ M[B]=true) ~ M[A]=true) 

где M[A]=true означает, что в модели М истинна фор­
мулаА. 
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Рис. 1 
Специфической чертой данного определения следо­

вания ЯВJlJlется то, 1п0 отношение между 1: и А устанав­
ливается не напрямую, а посредством их соотнесения с 

моделью М. Непосредственная связь между множеством 
формул 1: и формулой А разрывается и вводиrcя nocред­
ник - своЙCI'ВO быть иCтUНHЫМ в модели М. 

натренированны�й глаз логика сразу замечает, что, 
благодаря такому разрыву, в случае несуществования ни 
одной модели, в которой истинны все формулы множе­
ства 1:, из него логически следует любая формула, т.е. 
отношение следования становится тривиальным. Мы к 
этому уже как-то привыкли и даже считаем естествен­

ным. 

Определение логического следования классической 
логики имеет еще один скрытый недостаток. В мета­
языке этого основополагающего определения мы уже 
npиHuмaeм классическую логику. nравша которой как 
раз и xoтuм обосновать. То есть имеются основания 
подозревать не1ПО похожее на порочный круг в опреде­
лении. 
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При кажущейся естествеlПlОСТИ этого определения 
мы все-таки хотим найти ответ на вопрос, откуда оно 

взялось ? Каково его обоснование? Можно ли вообще 
называть его определением логического следования? 

Нельзя согласиrься с тем, что «/Iонятие истины напря­
мую связано с nOHuмaHиeм логического следования, дан­
ного Тарским, а это, в свою очередь, nриводит к объек­
там, которые мы называем "логическuми законами": 
последние суть сохраняющие истину выводы» [19, с. 
74]. Легко про верить, что из принятого критерия истин­
ности предложений вовсе не следует, что мы должны 
принять именно такое определение отношения логиче­

ского следования. Понятие истины изучают и активно 
используют в логике, но само оно не является логиче­

ским. Обоснование его лежит вне логики - в теории по­
знания. В то же время понятие логического следования 
является внytpилогическим понятием и потому обосно­
вываться должно исходя из общих внytpенних принци­
пов логики. Оно не должно зависеть ни от каких явно 
или неявно принимаемых нами внешних предпосылок. 

Но как в таком случае отнестись к тому, что в определе­
нии следования участвуют лишь те модели, в которых 

истинны посылки умозаключения? Разве мы не подчер­
киваем постоЯIПIО, что законы логики не зависят от кон­

кретного содержания и потому обладают свойством 
универсальной применимости, но при этом, говоря о 

следовании, почему-то отступаем от данного принципа? 
Но факт остается фактом, что классический критерий 
истинности предложений используется в одной связке с 
классическим же определением следования. А раз так, 
то должно быть какое-то связующее звено, неявная пред­
посьJJIКa, которые и вынуждают нас дешrrь это. 
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в поисках ответа обратимся к уже упоминавшейся 
классической работе А.Тарского [35]. Может показаться 
странным, что в ней не предлагается никакой серьезной 

мотивации даваемым определениям. В одном месте 
А.ТарсКИЙ ссьшается на <<рассуждения интуитивного 
свойства» и «естественную интуицию»: 

«Исходным nункто,М для нас будут определенные 
рассу.ждения интуитивного свойства. Прu.мем во вни­
,Мание nроизвольный класс предложений К и произволь­
ное предложение Х, которое следует из предложений 
этого класса. С точки зрения естественной интуиции 
очевидно, что не ,Может случится так, что все пред­
ложения класса К были бы истинны, а предложение Х 
при это,М было ложным». 

В другом месте говорит об «обыденно'м исnользова­
нии понятия следования»: 

«Скажем, что предложение Х логически следует из 
предложений класса К тогда и только тогда, когда 
каждая 'модель класса К является одновре,Менно 'моде­
лью предложения Х 

у ,Меня складывается впечатление, что каждый, 

кто поймет содержание вышеприведенного определе­
ния, признает, что оно содержит достаточно интуи­
ции, nроявляющейся в обыденно'м использовании поня­
тия следования». 

для цекrpального поНJIТИJI, лежащего в основании 
логики, такого рода аргументация со ссьшкой на его 

«обыденное использование» должна показаться, по 
крайней мере, странной. Понятно, что «обыденное ис­
nользование» не является врожденным. Оно приобрете­

но, но далеко не всеми людьми, а лишь теми, кто полу-
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чил специальное образование. В обычной жизни нару­
шение правил логики является не исключением, а скорее 

нормой. Поэтому ссылка в обосновании определения на 
«обыденное использование» заключает в себе порочный 
круг - «мы принимаем это определение следования, по­
тому что е.му нас УЧWlи в школе». К сожаленmo, в рабо­
тах и других логиков лишь констатируются свойства 

уже принятого отношеНИJI логического следовaНИJI, но 

никакого обоснования не предлагается. 

«Какова бы ни была структура допускаемых спо­
собов рассуждения, в логике к ним предъявляется одно 
обязательное требование: они должны воспроизво­
дить отношение логического следованuя, т.е. обеспе­
чивать при истинности посылок истинность заключе­

нuя» [32, с. 13]. 

Известный историк математики М.Клайн по поводу 
классического определения следования Шlшет следую­

щее. 

«Аристотель, а вслед за ним и весь мир приняли за 
неоспоримую истину, что nрименение nравш дедук­
тивного вывода к любым посылкам гарантирует полу­
чение заключений, не уступающих по надежности по­

сылкам. Иначе говоря, если посылки истинны, то ис­
тинны и заключенuя. Следует отметить, в 
особенности для обсуждения в дальнейшем, что Ари­
стотель абстрагировал npa8WIa дедуктивной логики из 
рассуждений, которыми уже тогда широко nользова­

лись математики. Дедуктивная логика - дитя мате­
Maтикu» [21, с. 30]. 
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ПриведеНИЬJе слова MOryr вызвать лшпь улыбку. 
Хотелось бы спросигь, когда и {'Де ПРОВОДИJlся референ­
дум, на котором бьша принита данная «неоспоримая ис­
тина», и бьUI ли кворум? Мы не ПРШIИсываем взглядам 
самого М.Клайна сказанное в этой цитате, так как он 
всего констатирует сложившееся в научной среде пони­
мание логического следования, а не высказывает свое к 

нему отношение. 

В то время как по вопросу разнообразных критериев 
истинности (корреспондекrcкого, когереlПНОГО, конст­
руктивного, прагматического и пр.) философами и логи­
ками написано много книг и статей, отношение к поня­
тmo логического следования более сдержанное. Если и 
пишут о следовании и определеНШI Тарского, то ЛИIПЬ 
критикуют отдельные его недостатки и IIЬrraютcя дать 

более удачную формулировку, но не задаются вопроса­
ми о природе этого отношения, его философских кор­
нях. 

Классическое понятие логического следования су­
щественным образом опирается на понятие истины. 
А. Тарский дал всего лишь современное уточнение того 
отношения между предложениями языка, которое в тер­

мШlах истины и лжи подробно обсуждал Аристотель во 
второй книге «Первой аналитики». Но Д1IJI того чтобы 
понятие истины бьшо положено в основу определения 
следования, прежде должно бьUIО возникнуть особое 
ценностное отношение к нему. это отношение должно 
было возникнуть не в логике, а в свойственной конкрет­
ной культуре системе общих философских взглядов на 
устройство мира и место в нем человека. Именно в сис­
теме этих взглядов ПОНJlТИlO истинности как соответст­

вmo действительности была ПРШIИсана особая познава­
тельная ценность. И ЛШIIЬ затем формы УМОЗaкJПOчений, 
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СОХР8НJIЮщие свойство предложений быть иcтинныи,' 
стали предметом исследования в логике. 

Нет оснований полагать, что выбор ПОНЯ'I'ИJI истины 
был безальтернативlПdМ. В философии имеются и другие 
ПОНJIТИJI, имеющие познавательную ценность. В качест­
ве примера можно привести понятие пользы, лежащее в 

основе прагматической КОlЩеIЩИИ истинности, и его 
использование при моделировании рассуждений совре­

менными робототехническими устройствами. Другим 
примером является ПОНJI'IИе прекрасного. В устах Ко­
перника и Кеплера одним из аргументов в пользу приня­
ткя гелиоцентрической системы мира была именно ее 
красота в сравнении с геоцентрической картиной Пто­
лемея. Не чужд эстетических аргументов был и 
И.Ньютон. Примеры можно продолжить. 

Приведенная выше цитата М.Клайна интересна тем, 
что в ней понятие логического следования совершенно 

недвусмысленно связывается с именем Аристотеля и 
матема1ИКОЙ. Эro неудивительно. Вряд ли необходимо 
JПШIНИЙ раз напоминать, что греческая культура и, в ча­

стности, философия оказали определяющее ВJlИJlние на 
развитие европейской мысли. Генезис многих ПОНJIТИЙ 
современной логики мы можем проследнть вглубь веков 
вплоть до античности. 

<<Возникновение древнегреческой фWlOсофии и дока­
зательной науки - процесс уникальный как во времени, 
так и в пространстве. Никогда и нигде он больше не 
повторился. '" всякий раз, когда в какой-либо цивилиза­
ции прошлого историки отмечали использование идеи 
математического доказательства, обнаруживалось ее 
греческое происхождение. В литературе для обозначе­
ния описываемых событий nрu.меняется термин "гре-
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чеСJCое чудо" - редкий npu.мep, когда ученые ucnрльзуюm 
СЛО8О "чудо" в noложumenьном смысле» [1, с. 171. 

Чтобы лучше ПОИJIТЬ роль и значение ПОЮIТИJI иClИ­
ны В определении логического следоВ8НИJl, посмотрим, 

какОВЫ бьши ВЗГJ1JlДЫ дреВНИХ греКОВ на ПОЗИ8lПlе и его 
цели. 



Пl.ИСТОРИЧЕСКАЯРЕТРОСПЕКТИВА 

Следование, будучи по своей природе семакгиче­
ским обоснованием правильных рассуждений, может 
бьпь объяснено из того, K~ целям должны слу~ 
правильные рассуждеllИJl, и к ~ объектам они могут 
бьпь применены. Ответ на эти вопросы можно получить 
лишь обратившись к философским взглядам родона­
чальников той логики, которая нас ииreресует. 

из древнегреческих философов в наиболее полном 
объеме до нас дошли труды Платона и Аристотеля. Пат­
ристика В философии донесла до нас взгляды Платона, а 
схоласты преуспели в канонизировании Аристотеля, 
труды которого стали для них второй Библией. Как и 
БиблlПO, написанное Аристотелем можно было толко­
вать, но нельзя бьшо сомневаться в истинности сказан­
ного. Если к этому еще вспомнить об исторически пер­
вой стройной и законченной логической системе, по­
строенной Аристотелем, то становится ясным, почему в 
итоге взгляды обоих философов вошли в плоть и кровь 
всей европейской культуры. 

Платон, с его теорией идей, и Аристотель находи­
лись под сильным впечатлением от стройности и красо­
ты математического знания. Они счиraли, что именно 
математическое знание является образцом того, что во­
обще можно называть знанием. это привело их к разли­
чеНlПO знания и мнения, которые представляют собой не 
только разные способности, но и направлены на разные 
объекты. Если знание имеет своим объектом умопости­
гаемое, существующее само по себе, вечное, вневремен-
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ное, то объектами мненИJI является данное в ощущеНИJlХ 
н потому изменчивое. Парадокс лжеца, апории Зенона 
как бы служили подтверждением тому, что поnьпки 
рассуждать о мире явлешrй приводят к противоречиям. 
Вот как пишет об этом Б. Рассел, излагая теорию идей 
IIлатона: 

« Человек, обладающий знанием, имеет знание о 
чем-то, то есть о чем-то, что существует, так как 

то, что не существует, есть ничто. Таким образом, 
знание непогрешимо, поскольку логически невозможно, 

чтобы оно бьurо ошибочным. Но мнение может быть 
ошибочным. Как же это возможно? Не может быть 
мнения о том, чего нет, потому что это невозможно; 

не может быть мнения о том, что есть, так как это 
было бы знанием. Поэтому мнение должно быть одно­
временно о том, что есть и чего нет . ... Все отдельные 
чувственные объекты, как утверждает Платон, обла­
дают этим противоречивым характером,' они являют­
ся, таким образом, промежуточными между бытием и 
небытием и npuгoдHЫ в качестве nредметов мнения, но 
не знания» [30, с. 167-168]. 

Об этом же говориг и Я.Хинтикка, анализируя 
взгляды Платона и Аристотеля на познание и его объек­
ты. 

«Хотя позиция Аpuстотеля по отношению к разли­
чию между знанием и верой [мнением] совершенно от­
лична от nлатоновской, он тоже nрuxодит к выводу о 
том, что знание и вера [мнение] должны иметь раз­
личные объекты, если мы хотим избежать двусмыслен­
ности ... 
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Поэтому вполне nонятны явные утверждения Аpu­
стотеля, что мы можем иметь знание лишь о том, что 

неуничтoжu.мо и неизменно» [38, с. 368]. 

«... здесь мы действительно имеем дело с тенден­
цией, общей многим греческим мыслителям. 

Наиболее характерной чертой этой тенденции яв­
ляется широкое распространение среди греков учения о 
том, что подлинное знание возможно только о том, 
что вечно Wlи, по крайней мере, неизменно» [37, с. 404]. 

« ... Аристотель утверждает, что Платон npuни­
мшz учение Гераклита о том, что "все чувственно вос­
принимаемое постоянно течет, а знания о нем нет". 
Справедливо это Wlи нет, однако в сочинениях самого 
Платона можно обнаружить похожие рассуждения» 
[37, с. 409-410]. 

«Аристотель также соглашается с тем, что если 
бы все вещи находWlись в покое, то "одно и то же было 
бы всегда истинным и одно и то же - всегда ложным ... 
А если все находится в движении, то ничто не было бы 
истинным,' тогда, значит, все было бы ложно ... » (Ме­
~изика, IV, 8, 1012Ь 24-28)>> [37, с. 410]. 

« ... становится nонятным также значение неиз­

менности форм для Платона. Одна из наиболее ва:нсных 
функций форм состояла в том, что они СЛУЖWlи абсо­
лютно неизменными объектами познания и благодаря 
этому обесnечившzи возможность nодлинного знания . 

... между внешне различными и даже nротивоno­
ложными nроблемами, которые беСnОКОWlи Платона и 
Аpuстотеля, имеется тесная связь. С одной cmtJPOHbl, 

они уделяют большое внимание той идее, что "позна­
ние есть восприятие" ... с другой стороны, их npuвле-
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кала та идея, что,Мы ,Можем иметь знание лишь о то'м, 
что никогда не uз.меняеmcя» [37, с. 411]. 

Следствием ПРИНJIТИЯ данной точки зрения является 
неизменность и накопительный характер знания. 

«Как только знание стшlO объекто'м философской 
рефлексии, возобладшrа позиция, согласно которой зна­
ние об uз.меняющuxся вещах невозможно. Это хорошо 
известный факт. Как-то ,Меньше внимания обращается 
на то, что отсюда следует вывод о неиз,Менности зна­
ния. Меняются 'мнения, а не знания, соответствующие 
неnoдвuжно'мУ бытию. Можно знать больше или 'мень­
ше, но нельзя назвать знание,М то, что требует исправ­
ления, коррекции, внесения из,Менений. Можно добавить 
к uмеющемуся знанию и ,Можно забыть то, что зншr 
раньше, но знания остаются сами собой. Всnо,Мнив за­
бытое, ,мы всnо,Мним то же самое, а не иное» [2, с. 129]. 

Остановимся на этих циraтax. Из них становится со­
вершенно ясно, почему отношение логического следо­

ВaниJI понималось ПЛатоном и Аристотелем как отно­
шение, сохраняющее истинность от посьmок к заключе­

ниям. Если мир объектов знания мыслился ими как 
существующий вне времени, вне изменеНИJI, то лишь 
рассуждения, обладающие этим свойством, позволяли 
оставаться в сфере знания. В этом и заюпочалось особое 
ценностное отношение к поНJlТlПO истины. Если бы 
вдруг в ходе рассуждения мы от истины пришли ко ЛЖИ, 

это бы означало, что случилось пренеПРИJIТНое событие, 
мы ВЫDIЛи из сферы знания в сферу мнений, которые 
одни лишь и могут быть ложными. 

Сразу становится ПОНJIТНым смысл уже привычных 
ДIIJI нас теорем о непротиворечивости и полноте логиче-
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ских исчислений. Если знание возможно лишь о 1'Ом, что 
вечно и неизменно, 1'0 принимаемые нами способы рас­
суждений должны гарaиrиpoвать его сохранение - это 
теорема о непротиворечивости. В свою очередь теорема 
о полноте гарантирует, что принимаемые нами способы 
рассуждений позволяют нам извлечь потенциально все 
возможные следствия из посТШ'Н}'ТОй вечной и вневре­

менной истины. Именно этими свойствами должна об­
ладать, по мненlПO А.Тарского, идеальная дедуктивная 
теория. 

<<Всякая дисциплина, да:нсе если она построена со­
вершенно npaвwrЬHo во всех ",етодологuческих отноше­
ниях, теряет в наших глазах свою ценность, если у нас 

есть основания nодозревать, что не все утверждения 
этой дисциплины истинны. С другой стороны, ценность 
дисциплины будет те", выше, чем больше будет коли­
чество истинных высказываний, доказуемых в этой 
систе",е. С этой точки зрения, идеальной дисциплиной 
",ожет считаться такая, которая среди установлен­
ных ею положений содеpж:uт все истинные высказыва­
ния, относящиеся к этой теории, и не содержит ни од­
ного ложного. ... дедуктивная теория, конечно, не дос­
тигает нашего идеала, если она не сочетает в себе 
непротиворечивости и полноты» [34, с. 185-186]. 

Достойно удивления 1'0, что такая 1'Очка зрения со­
хранилась до наших дней. Мы понимаем, что живем в 
мире, пронизанном временем и наполненном изменяю­

щимися явлениями, но почему-то пользуемся логикой, 

которая ценностно ориентирована на рассуждеНШI о 

неизменном, вневременном. Могут возразить, что клас­
сическая логика применяется и для построения рассуж­

дений об изменчивом мире, и привести ряд убедиreль-
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ных примеров. Никто с Э1ИМ не спорит. Речь идет о дру­
гом - об адекватности используемого логического аппа­
рата. 

Классическая логика в том виде, какой мы ее сейчас 
знаем, ЯВЛJIется необходимым условием прИЮIТИJI пла­
тоновско-аристотелевского взгляда на цели познанИJI. 

Orcюда вовсе не следует, что она будет столь же иде­
альным инструмеlПOМ в случае приНJIТИJI какой-либо 
другой точки зреНИJI на эти цели. 

Обратимся к эволюции, которую претерпели за 
прошедшие века взгляды на природу математического 

знания. Адекватно ли им прежнее понимание истины? 
На смену миру вечных платоновских идей, чтобы 

примирить их с христианством, пришел столь же вечный 

математический план, по которому бог создал вселен­
ную. Математика понималась как наука, изучающая 
особые математические прИНЦШIЫ устройства мира. <<I10 
мнению Декарта, одной лишь математики БЫJIО бы 
вполне достаточно для изучения физического мира» [21, 
с. 55]. ВсJIКИЙ новый прmщип, открытый математиками, 
должен был быть сразу занесен в копилку знаний. Роль 
же логики понималась как роль хранительницы этих од­

нажды добытых и навеки застывших знаний. В то же 
время в естественных науках никакого постоянства не 

наблюдалось с самого начала. В физике, в химии, в дру­
гих науках, изучающих изменчивый мир, одна теОРИJI 
сменяла другую. При этом логика, как ни странно, оста­
валась прежней. Имела место своеобразная эклектика 
методов, покоящихся на разных философских основани­
ях, которая сохранилась и до настоящего времени. Нель­
зя быть одновременно платоником и эмпириком. 

Промышленная революЦИJI в Европе остро постави­
ла вопрос об отказе от созерцательного отношенИJI к ми-
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ру. Аристотелевские взгляды на науку - «так же как 
свободным называем человека, который живет ради 
самого себя, а не для другого, точно так же и эта нау­
ка единственно свободная, ибо она одна существует 
ради самой себя» [Метафизика, 1, 2, 982Ь 25] - уже ые 
отвечали социальным запросам. С серьезной кригикой 
логики и форм современной ему науки выстуmш Фрэн­
сис Бэкон. 

«Как науки, которые теперь имеются, бесполезны 
для новых открытий, так и логика, которая теперь 
имеется, бесполезна для открытия знаний. 

Логика, которой теперь пользуются, скорее, 
служит укреплению и сохранению заблуждений, 
имеющих свое основание в общепринятых nонятuяx, 
чем отысканию истины. Поэтому она более вредна, чем 
полезна. 

Силлогизм не nриложuм к nринциnам знаний, он 
бесплодно npuлагаем к средним аксиомам, так как 
далеко не соответствует тонкости npироды. Поэто­
му он nодчuняет себе мнения, а не предметы» [8, с. 13]. 

Особый вред видел Ф.Бэкон в догматическом отно­
шенин к философскому наследию АристотеЛJI. 

«Люди noлагают, что философия Аpucтотеля, во 
всяком случае, принесла большее единогласие, ибо, после 
того как она появилась, более древние философии пре­
кратили свой рост и были преданы забвению, а в те 
времена, которые за нею последовали, не было открыто 
ничего лучшего; так что эта философия столь хорошо 
построена и обоснована, что nокоpuла себе и прошед­
шее и будущее время. Но, во-первых, ложно то, что лю­
ди думают о nрекращении древних философий после вы­
хода трудов Аpuстотеля. Еще долго после того, до са-
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мых времен Цицерона и до nоследовавших за ними веков, 
существовали труды древних фWlософов. Но позднее, 
когда по причине нашествия варваров на Римскую им­
перию человеческая наука потерпела как бы корабле­
крушение, тогда-то фWlософии Аристотеля и Платона 
были сохранены nотоко'м времени, как доски из более 
легкого и менее твердого 'материала. Обманулись люди 
и относительно единогласия, если расС'мотреть дело 
внимательнее. Ибо истинное единогласие состоит в 
coвnaдeHии свободных суждений после того, как вопрос 
ucследован. Но величайшее большинство тех, кто при­
шел к согласию с фWlософией Аристотеля, nодчинWlось 
ей по причине составленного заранее решения и авто­
ритета других. Это, скорее, послушание и nодчиненue, 
чем согласие. Но если бы даже это было истинное и 
широкое согласие, то согласие не только не должно 
считаться надежным авторитето'м, а, наоборот, 
служит СWlьным доводо'м в пользу противного ,Мнения. 
Общее согласие - самое дурное nредзнаменование в де­
лах разума, исключая дела божественные и политиче­
ские, где есть право nодачи голоса. Ибо большинству 
нравится только то, что поражает воображение и 
охватывает у'м сплетением обычных nонятиu, как ска­
зано выше» [8, с. 40]. 

Один из действительно СИЛЬНЫХ ударов по матема­
тическим идеалам зн8НИJI Платона и АриCТO'reЛJI был 
нанесен появлением неевКJlИДОВЫХ геометрий. Оказа­

лось, что математические истиныI' служившие образцом 
для Платона и АристотеЛJI, а таюке математический 
план. по которому бог создал мир. вовсе не JlВЛJlЮТCЯ 
незыблемыми. Драматизм ситуации зaкmoчалСЯ в том. 
что если ранее ученыe были уверены. что наука твердо 
стоиr на npoчном фундамекre математики. теории кото-
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рой - это вечные принципы устройства реального мира, 
то вдруг оказалось, что даже геометрия, самая земная из 

ма:гематических дисЦИIJJIИН, вовсе не ЯВЛJIется богом 
данной. Для нас события XIX в. уже стали историей, мы 
к ним привыкли, мы знаем все, что ПРОИЗОl1Шо после 

них, и потому, наверное, острота произошедшей миро­

воззренческой революции впечатляет нас не столь уж и 
сильно. Чего нельзя сказать о современниках тех собы­
тий. 

« ... математики с досадой и огорчением обнаружи­
ли, что несколько различных геометрий одинаково хо­
рошо согласуются с наблюдательными данными о 
структуре пространства. Но эти геометрии npoтиво­
реЧWlи одна другой - следовательно, все они не могли 
быть одновременно истинными. Отсюда нanрашuвался 
вывод, что nрирода построена не на чисто математи­
ческой основе, а если такая nервооснова и существует, 
то созданная человеком математика не обязательно 
соответствует ей. Ключ к реальности был утерян. 
Осознание этой потери было первым из бедствий, об­
рушuвшuxся на математику» [21, с. 13-14]. 

Следующим потрясением явилось событие, когда в 
основаНИJIX математики вдруг обнаружили противоре­
чия. Формы рассуждений, которыми всегда пользова­
лись математики, вдруг оказались ненадежными. ни од­
но из предложенных решений не бьmо признано удовле­
творительным. Окончательный крест на вечных истинах 
бьm поставлен теоремами Геделя и Тарского, из которых 
следует, что даже если бы мир идей, мир вечных форм 
существовал, то мы ПРИlщипиально не могли бы его по­
стичь. Идея познании как ПOC11fЖении истины оказалась 

непродуктивноЙ. 
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«Теорема Геделя вызвала смятение в рядах мате­
матиков. Последующее развитие событий привело к 
новым ОСЛOOlCненuя.м. Оказалось, например, что даже 
акcuоматически-дедуктuвный метод, столь высоко це­
нuмый в npoшлом как надежный путь к точному зна­
нию, небезуnpeчен» [21, с. 15]. 

Существует порог сложности, переступив который, 
мы уже никогда не можем быть уверены в том, что наше 
знание непротиворечиво, а потому и стремление к идеа­

лу, в конце концов, упирается в принципиально непро­

биваемую стену. Поскольку данный порог сложности 
давно остался позади, наука вот уже более ста лет разви­
вается лишь в надежде на собственную непротиворечи­
вость и обречена оставаться в таком состоянии, если не 
произойдет никакого кардинального пересмотра ее ос­

нований. 
Теоремы Геделя и Тарского принадлежат к числу 

немногих абсолютных результатов в истории науки и 
потому имеют большое мировоззренческое значение. 
Тем не менее, относиться к ним можно по-разному. Од­

ни считают, что ничего страшного не произошло, что 

теорема ГеДeJ1Jl о неполноте говорит об amIроксиматив­
ном характере человеческого познания, что теорема Тар­
ского о неопределимOC'lП предиката «быть истинным» 
свидетельствует о богатом содержании поНЯТИJI истины, 
и Т.д. Мы придерживаемся иной точки зрения: эти тео­
ремы ставят крест на концепгуальных оснований того 

идеала научного знания, к которому мы до сих пор 

стремились. Заслуга классической (в широком смысле 
этого слова) логики в том, что она собственными сред­
ствами позволила точным образом определить границы 
своей компетенции. 
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«Нынешнее состояние математики - не более чем 
жалкая пародия на математику прошлого с ее глубоко 
укоренившейся и широко известной репутацией безу­
пречного идеала истинности и лoгuческого совершенст­
ва» [21, с. 15]. 

НеСМОТРJl на все это, огромные усилИJI математиков 
и логиков были направлены на подцержание поmaпtyв­
шеЙСJl доктрины. их труды не пропали даром. 

«С проклятием "~Ma на оба ваших дома!" они об­
рamшись к тем областям математики, где методы 
доказательства казались им надежными. Они нашли 
также, что проблемы, придуманные человеком, более 
npuвлекательны и легче поддаются решению, чем про­
блемы, поставленные nриродой. [21, с. 16]. 

Была развита теория: множеств - аналог той самой 

первой истины, к которой можно свести все остальное. 
Правда, оказалось, что одной единственной теории 
множеств не существует, а имеетсJl целый pJIД альтерна­
тив, и определить, какая из них истиннее, невозможно. 

К тому же нет никакой уверенности, что сами эти тео­
рии непротиворечивы. Одновременно с этим оказалось, 
что многие вроде бы хорошо известные теории имеют 
нестандартные модели. Поэтому не совсем ПОНJIТНо, 
теориями чего они на самом деле JlВЛJIЮТCJI? 

«Теория множеств принесла в математику целую 
шкалу частных случаев актуальной бесконечности. 
Однако большинство из них нельзя разумно интерпре­
тировать в реальном мире. Их существование есть 
просто следствие основной концепции актуальной бес­
конечности в канторовской теории множеств. 
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Теория множеств открыла путь к изучению не­
объятного количества различных структур и к беспре­
цедентному росту знаний относительно них. Это при­
вело к распылению математики. Кроме того. боль­
шинство результатов такого рода приобретает 
смысл только за счет существования соответствую­

щей структуры в канторовской теории множеств. 
Математика, основанная на канторовской теории 
множеств. nревратWlась в математику канторовской 
теории множеств. 

Канторовская теория множеств ответственна за 
это ущербное развитие математики; с другой сторо­
ны. она накладывает на математику ограничения. ко­
торые не так легко преодолеть. Все структуры. изу­
чаемые в математике. априорно жестко заданы. и 
роль математики есть просто роль наблюдателя. их 
описывающего. Именно поэтому математики столь 
беспомощны в постижении таких неточных по самой 
своей сути nонятиЙ. как реализуеМОl:ть. взаuмоотно­
шение непрерывного и дискретного и т.д. 

Современная математика изучает. тaKUМ обра­
зом. конструкцию. отношение которой к реальному 
миру по меньшей мере nроблематично. Более того. эта 
конструкция не единственно возможная. да и на самом 

деле не самая подходящая с точки зрения самой мате­
матики. Это ставит под вопрос роль математики как 
научного и полезного метода. Математика может 
быть низведена к простой игре. происходящей в неко­
тором специфическом искусственном мире. Это не 
опасность для математики в будущем. а неnосредст­
венный кризис современной математики. Он проявля­
ется и в том. что часто глубокие и остроумные ма­
тематические результаты не вызывают никакого ин-
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тереса не только у людей, которые не являются ма­
тематиками-nрофессиОНШIами, но даже у математи­
ков, в настоящее время работающих над nроблемами с 
другим расположением фигур на шахматной доске» 
[10, с. 13-14]. 

Одним из условий существования науки является 
преемственность. Чем больше накоплено научных ре­
зультатов, тем труднее от них отказаться. Но чем даль­
ше, тем больше странных результатов и поНJIТИЙ появ­
ляется в самой логике. Когда пишут, например, о конти­
нууме суперингуlЩИОНИСТСКИХ логик, понимаешь, что 

произошла подмена ПОНJIТИJI логики и его выхолащива­

ние. Речь должна идти не о логике, а о чем-то другом, о 
каких-то математических CТPYКIYpax, которые в боль­
шом количестве существует в рамках одной из теорий 
множеств, и только. К самой логике они имеют весьма и 
весьма отдаленное отношение. 

«Математики nОКЛОНЯJlись золотому тельцу -
стрргому, одинаково npиемлемому для всех дОКQ3amель­
С!1'ву, истинному во всех возможных мирах, искренне 

веря, что это и есть бог. Теперь наступило npозрение: 
математики поняли, что их бог ложный. Но истинный 
бог так и не открылся, и теперь им не оставалось ниче­
го другого, как гадать, существует ли он вообще» [21, 
с.365]. 

Современная математика не может служить тем 
идеалом научного знаНИJl, который две с половиной ты�­
СJlЧи лет назад предстал перед мысленными взорами 

Платона и Аристотеля и так поразил их. Созерцательное 
отношение к внешнему миру давно перестало удовле­

творять запросам развИТИJI науки. Реальный мир окаэал-
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ся гораздо сложнее мира застывших платоновских идей. 

BpJIД ли стоит и далее пытаться реанимировать конст­
руIЩШO, продемонстрировавшую собственную несо­
стоятельностъ. 

Возникшие проблемы касаются не одной только ма­
тематики, но и философии в целом. Очевидно, что фи­
лософия с тех давних пор ушла в своем развитии очень 
далеко. В то же время господство на протяжении веков 
аристотелевской логики, с характерными для нее спосо-

6ами образования понятнй и критериями правильности 
рассуждений, не могло не проявиться в возникновении 
различных псевдопроблем, которые проистекают не из 
природы исследуемых объектов, а из способов их пред­
ставления в языке и мышлении. До сих пор идут дискус­
сии по вопросам дискретности и непрерывности, конеч­

ности и бесконечности, покоя и движения, истинности и 
ложности и пр. Не будет преувеличением сказать, что ни 
один из великих философов прошлого и настоящего не 
преминул обратить на них своего внимания. Застаре­
лость этих проблем и отсутствие сколько-нибудь внят­
ного удовлетворительного решения вынуждают предпо­

ложить, что причина кроется внеадекватности понятий­
ного аппарата, которым мы пользуемся. Вина за это не в 
последmoю очередь ложится на лоппсу, кaroрая продолжа­

ет OC'I3IIП'ЬCЯ лоmкой С'ППИЧНого универсума. 

В качестве примера обратимся к диалектике, имея в 
ВИДУ не искусство ведения дискуссии с целью оты�кания 

истины, а особую систему философских взглядов на 
природу и ее познание. Вряд ли кого из С1Удентов, изу­
чавших историю философии, могли оставить равнодуш­
ными слова Гераклита о том, что « ... космос, один и тот 
же для всех, не создал никто из богов, никто из людей, 
но он всегда был, есть и будет вечно живой огонь, мер-
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но возгорающийся, мерно угасающий» [36, с. 217]. 
ИмешlO Гераклита считают родоначальником диалекти­
ки. Трудно нaйrи возражения против той точки зрения, 
что мы живем в изменчивом мире, в котором нет ничего 

ПОСТОJIННого, но все закономерно перетекает из одних 

форм в друmе. Высокую оценку идеям Гераклита дал и 
такой противник совремешlOЙ диалектики как 
К.Р.ПОIПIер. 

«Кто, если не Гераклит, был тем великим мысли­
телем, который первым осознал, что люди суть языки 
пламени, а вещи представляют собой nроцессы»? "» [29, 
с.253]. 

«Сверхъестественная интуицuя подсказала Герак­
литу, что вещи являются nроцессами, что наши тела 

суть языки пламени, что "скала ши бронзовый котел ... 
постоянно nодвергаются невидимым изменениям "» [29, 
с.252]. 

Самой настоящей трагедией человеческой мысли 
можно назвать то, что гениальный посьm философии 
Гераклита так и не бьm реализован. Называя Гераклиra 
величайшим мыслиreлем, К.Р.Поппер одновременно с 
этим резко отрицательно ОПfосится к диалектике, счи­

тая, что она «СОСЛУЖWlа дурную службу ... ФWlосо­
фии»[29, с. 551]. Он справедливо упрекает ее в умозри­
тельности и aкrинаучности, убедиreльно доказывает, 
что претензии на существование особой диалектической 
логики несостоятельиы, что гегелевская <<ЛоmК8» - это 
« ... типичный образец донаучного и да:нсе дологического 
мышленuя» [29, с. 552]. Все эти упреки верны, но на­
сколько они справедливы? Зададимся вопросом, что 
пилось бы необходимым условием реализации идей 
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Гераклита? Очевидно, что ДI1JI этого должна была бы 
существовать система ПОНJIТИЙ, которая позволяла бы 
говорить об особенностях постоянио измеНJIЮщегося 
мира. Должны бьши бьпь сформулированы и закрепле­
ны способы рассуждений о таком мире. Но что мы на­
бmoдаем в действительности? Победила точка зреНИJI 
lТлатона и Аристотеля, что в мире существуют лишь 
вещи, наделенные свойствами, а не процессы, что зна­
ние возможно лишь о том, что вечно и неизменио, что 

последовательно рассуждать об изменчивом мире про­
сто невозможно. Наследники Гераклит бьши лишены 
языка, адекватного ДЛJI выражеlПlJl своих идей. Они бы­
ли вынуждены при6егнуть к словесной эквилибристике 
в термШl8Х противоречий, чтобы хоть как-то выразить 
идею изменения. их справедливо критиковали за непра­
вильное использование языка, но 01Dl были загнаны в 
угол, и попали 'I)'да не по своей вине. 

Через две с половиной тыIJlчии лет после Гераклит 

«такой тонкий аналитик, как Б.Рассел, фактически 
прямо nрuзнал то, что Зенон отрицал в качестве пара­
докса: ..... мы живем в неизменном мире и ... стрела в 
каждый момент своего noлета фактически nокоится ", 
однако, согласно Расселу, данное обстоятельство не 
мешает npuзнавать наличие движений и изменений в 
том смысле, что в разные моменты времени мир нахо­

дится в разных состояниях» [2, с. 39]. Вряд ли кто из 
С1Удентов, изучающих историю философии, согласится 
с тем, что КШlематографический взгляд на природу дви­
жеНИJI является большим шагом вперед в нашем позна­
нии окружающего мира. 

Мы полностью согласны с тем, что «Современная 
наука, особенно математика и физика, блестяще noд­
твердшrа фwrософию элеamов, приняв статические 
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представления о движении. Та картина движения, ко­
торую она дает, надо noлагamь, вполне бы удовлетво­
рша как Парменида, так и Зенона с точки зрения от­
сутствия в ней nроцесса движения. Обгоняя черепаху, 
АхWlЛ не движется в том смысле, что не nереходит из 
одного места в другое. Просто в один момент времени 
он находится в одном месте, в другой - в другом, по­
добно тому, как мчащийся по шоссе автомоБWlЬ на ки­
ноленте просто размещается в разных кадрах этой 
ленты. Прouзошла лишь смена терминологии при неиз­
менном nодходе, выдвинутом еще элеатамu» [2, с. 41]. 

Но и упреки в адрес ученых должны быть справед­
ливыми. Они тоже Я8ЛJIЮТСЯ заложниками тех форм рас­
суждений, которые изначально базируются на свойствах 
статичного универсума. 



IV. АЛЬТЕРНАТИВНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
СЛЕДОВАНИЯ 

Не отк8зыв8Jlьь до поры до времени от поНЯТИJI ис­
ПППlостного значеНИJl, попробуем отвeтиrь на вопрос, 
каким минимальным набором свойств дoJDКНO обладать 
отношение логического следоВ8.НИJI между предложе­

НИJlМИ языка? При этом необходимым условием будет 
понимание логики как науки о хороших сnocобах рас­
суждений. 

Прежде всего, правила построения логw.ески кор­
ректных рассуждений не должны nPUВHOCить в эти 
рассуждения ничего noстороннего, что не содержалось 
бы в исходных nOCЫЛКйХ. Правила логического вывода -
это одежды, в которые мы одеваем свои мысли. эти 
одежды не должны нас стеснять. Если мы хотим строить 
умозaкmoченИJI на основе поНJIТИJI истинносПIЫX оце­

нок, то мы не должны отдавать предпочтения одним 

оценкам в ущерб другим, так как всегда может быгь за­
дан вопрос о причинах такого предпочтеНИJl. Orвeт на 

него с необходимостью будет указывать на привноси­
мые извне предпосылки. Логика может иметь оиroлоги­
ческне предпосылки, опредеruпoщие область ее приме­
нимости, но должна избегать DpИIIJIТИJI гносеологиче­
ских предпосылок, JIВЛJIIOщихся по своей сути 
искажениями, которые мы изначально ВНОСИМ в нашу сис­

тему ЭIWIИJI об окружающем мире. 
Вторым важным свойством является то, что хоро­

шие рассуждения должны удерживать нас от заблрс­
дениЙ. При классическом понимании следоВ8ИИJI данное 
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свойство выражается в том, что истинность посылок яв­
ляется достаточным условием истинности заключения. 

это означает, что классическая логика предохраняет нас 
от заблуждений лишь в том случае, если все исходные 
посылки истинны. Но что случится, если хотя бы одна 
из посылок окажется ложной? Тогда классическая логи­
ка снимает с себя всякую ответственность, и заключение 
может быть как истинным, так и ложным. 

КлассичесК8JI логика, баэирующаяся на опреде­
лении следования по Тарскому, не обладает ни одним из 
этих двух свойств. 

Возможно ли дать естественное определение логи­
ческого следования, которое удовлетворяло бы перечис­
ленным выше условиям? Как строить выводы из истин­
ных и из ложных ПОСЬUIок, но в то же время не впадать в 

заблуждения? Перефраэируя Аристотеля, можно ска­
зать, что заблуждение - это «... говорить о сущем, что 
его нет, или о не-сущем, что оно есть». Чтобы не 
впасть в заблуждение, мы должны быть способны, придя 
к некоторому эакточению, определить его истинностное 

значение. Т.е. форма умозаКJIючения может считаться 
правильной, если знание истинностных значений посы­
лок является достаточны.м условием знания истинно­
стного значения заКJIючения. Отличие от классического 
понимания минимально - слово истинность мы заменя­

ем на истинностное значение. Говоря об истинностных 
значеНИJIX посьUIОк, мы не требуем, чтобы они бьUIИ од­
новремеюlO истинны, а допускаем любое распределение 
истинностных значений, и тем самым удовлетворяем 
первому условию. для нас совершенно не важно, будет 
ли .результирующее истинностное значение заключения 

истиной или ложью. Главным является то, что если это 
значение - истина, то мы должны бьrrь в состоянии оп-
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ределить~ что оно - ucтиHa~ а если - ложь~ то мы долж­

ны быть в состоянии определить~ что оно - ложь. В от­
ношении заключения мы не лишаем себя возможности 
«говорить о том. что сущее есть и не-сущее не ecть»~ 

а принимаем это в качестве необходимого условия пра­
вильности умозаключеНИJl. Таким образом~ второе усло­
вие также удовлетворено. 

это приводит нас к следующему строгому альтер­
нативному определенню логического следованни: 

<<И3 множества формул I={B/ .... B,J следует формула А. 
если и только если существует функция f, которая nо­
зволяет по истинностным значениям формул множе­
ства I, вычислить истинностное значение формулы А». 

где v - это обычное булево ПРИIDIсывание истинностных 
значений формулам языка. 

Рис. 2 
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Обращает на сеБJl внимание естествеfПIОСТЬ этого 
определеНИJl. К нему в гораздо большей степени подхо­
дит термнн следование, чем к определению, данному 
Тарским. В нем действительно идет речь о свJlзи между 
формулами, и посредничество модели оказывается из­
лишним. Moryт возразить, что коль скоро в определении 
следования мы используем истинностные оценки фор­
мул, то мы вовсе не отказываемся от ПОНJIТИJI модели. 

Данное возражение основано на недоразумении. Речь 
предметна. Чтобы дать семангическое определение сле­
дования, а не синтаксическое определение выводимости, 

мы просто обязаны сопоставить выражениям языка не­
которые внеязыковые объекты. Поэтому мы действи­
тельно используем понитие модели, но оно В данном на­

ми определении следовании не играет той решающей 

роли, которую играет в классическом определении Тар­
ского. Чтобы теорИJI, построенная на основе ПОНJIТИJI 
логического следования по Тарскому, имела смысл, т.е. 
обладала минимальным набором полезных свойств, тре­
буетсJl существование хоти бы одной модели, в которой 
одновременно иcтинны все ее аксиомы. При альтерна­
тивном определении следования модель нужна тппь для 

того, чтобы сопоставить предложениям языка внеязыко­
вые объекты, и только. ОдновремеlUl8JI ИCТШIНОСТЬ всех 
предложений множества t при альтернативном опреде­
лении не JlВЛяетсJl необходимым условием. Необходимым 
условием JlВlIJleI'CJI просто npиписывание moбoй ИC'IИННOC1ИOЙ 
оценки. Т.е. ПОНJПИe модели в классическом и зльтерНlПИВНOм 
oпpeдerIeНИИ следоВ8НИJI шpaer совершеюlO разные роли. 

Еще одной важной чертой данного определения ЯВ­
ляется то, что в метаязыке мы используем не логические 

ПОНJIТИJI, а понитие вычислимости как более основопола-
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гающее. Т.е. порочный круг первоначвльноro классиче­
ского определеНИJI разорван. 

Если попытаться провеC'IИ аналогшо с воззренИJIМИ 
ПЛатона и Аристотем на природу знaниJI, то мы опре­
делили следование для uзменяющегося мира явлений, а 
не ДЛJI вечных существующих вне времени истин. Эro 
может показаться пустой декларацией, если не обратить 
внимание на следующую очень интересную особенность 
нашего определеНИJl. 

для простоты изложеЮIJI рассмотрим случай, когда 
множество посылок состоит всего лишь из одной фор­
мулы В. Тогда определение будет иметь вид: 

ВII=А <=> 3fVv(v(А)=f(v(В» 

В нем выражение v(A) обозначает ИC'IИнностное 
значение формулы А при ПРШ1исывании значений ее 
aroмарным подформулам, осущеCТВJlJlемым посредством 
функции v. Известно, что ВСJIК8JI булева формула А од­
нозначным образом определяет соответствующую ей 
булеву функцmo, которую мы обозначим посредством 
А. Вместо v(A) и v(B) в нашем определении мы могли 
бы написать A(v) и B(v), ПОlDIМaJI под этим значеЮIJI 
функций А и В для значений аргумеlПOВ, определяемых 
посредством ПРИШlсывания v. Эro позволяет переШlсать 
определение следующим образом: 

ВII=А <=> 3fVv(A(v)=f(В(v))) 

Но что такое V'v(A(v)=f(В(v)))? Эro стандартное ут­
верждение о равенстве функции А композиции двух 
функций в и f. Поэтому мы можем представить наше 
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определение альтернативного следования в следующей 
чисто функциональной форме: 

BII=A ~ 3С(А = СоВ) 

Из формулы В следует формула А, если и только ес­
ли существует такая функция f, которая позволяет 
nре06разовать функцию В в функцию А. 

То же самое можно выразить на Jlзыке диаграмм. 
Из формулы В следует формула А, если и только ес­

ли существует такая функция f, что следующая диа­
грамма коммутативна: 

Рис. 3 

Таким образом, мы получили, чro WIЬтерюпивное следо­
ванне опредe.ляer лоппсу, в которой эначеНИJIМИ булевых 
формул JlВЛJlЮТCJI не значения функций (иcmнa или ложь), а 
сами булевы функции. Стоило только нам CЛЮI3IПЪCJI от ста­
'IИЧНOro мира вечных ИС1ИН, и мы 1УТ же прЮШ1И к функци­
ям, которые по самой своей природе гораздо лучше приспо­

соблены для оШIC8ЮIJI динамически измеНЯЮЩИХСJl сред. 
Следует oбpanпь внимание на ТО, что в последней фор­

муmqювке альтернmивноro следования конкре11lЫЙ способ 
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преДCТclВllения: функций и ПРШfИМаемые ими эначения: никак 
не специфицированы. Пoэroму возможны различные yroч­
нения ТОГО, 1fI'O мы будем под IПIМИ ПОНИМIПЪ. В самом про­
С1Ом случае эro может бьпь -reopemко-множественное пред­
CТcIВIIеlDlе функции как множеспа пар, удовлепюряющего 
извес1НЫМ ограничениям. на более aбc1paкrном уровне эro 
MOryr бьпь стрелки теории кareгорИЙ. мы можем ограни­
ЧИIЪCJI вычислимыми функциями, или самими aлroРИIМами 
вычислеНИJl, 1fI'O не JIВ1IJIетсJI одним и тем же. ничто не меша­
ет npoинrepпpempoВIПЪ функции реальНЫМИ физическими 
процессами, имеющими дискpemyю или непрерывную при­

роду. для кa>IЩой из таких юперпperaций ДOJDКНO бьпь дано 
yroчнеюte О1НОшения: равенС'Ш8. межцу функциями. Если в 
теоре1ИКо-множествеlПЮм случае проблем не возникает, ТО, 
например, в случае вычиcлиreльной юперпретации О1Ноше­
ине paвeнcrвa неразреumмо. все это приводиr к различным 
ЛОгикам. инJ:u.tвиды� универсума также MOryr бьпь проюпер­
пpempoваны npoцессами. В этом случае прнвычиые нам CI'8-

'lичны�e индивиды� классической ЛОпtКИ MOIyГ бьпь опреде­
Лены всего JПШIЬ как различные СОСТОJIIDIJI вьпюлнеНИJI про­

цессов. 

В динамическом универсуме ec-recпюнным образом реа­
ЛНЭУе1СJI динамическая концеlЩИJl времени, производного от 

ПОЮПИJI npoцесса. В ее рамках MOryr бьпь поставлены &о­
просы О направлеНIDI времени, о синхронизации процессов, 

одновременнОС1И собьпий и пр. 
Лоmческие системы, построенные на основе альтеРна-

11Шного подхода, пршщипнально непpomвoречнвы. Эro яв­
ляетсJl следcmием ТОГО, 1fI'O противоречивыми MOryr бьпь 
ИC11DIНОС1Нозначные выc8эыыаниJl,' но не вьmолня:емые дей­

С1ВИJI, результат КОТОРЫХ всегда определен однозначно. 

ЗН8lDlе в альтерН81ИВной лоmкe можно опредemпь по­
средcmoм множecI1l8. функций ( дос1}'пных субьекry рассу-
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ящения. Например, если субьекr JIВJ1JIercя reoметром, он ма­
жет бьпь способным npoшводип. злемекrapные дейC'IВИJI: 
поставип. точку на JDlCfe бумam, соединип. две точки оорез­
ком IIpJIМОй, начеpпm. с помощью циркуля дyry ИJDI окруж­
носп. проиэвольного радиуса. Различные последовareльно­
CIИ эmx элеменrapныx деЙС1ВИЙ опредemпoт все возможные 
функции ( все возможныIe пocrpoeния, которые он может 
ОСУЩeC'IВИIЬ. В этом смысле сама 1еОрИJI reoме1рШl опреде­
ляercя множеспюм таких фyнкциit )I.pyme научные теории 
таюке имеют аналоl1lЧНое преДC'I8Вllение. Ори таком пони­
мании знания и пршuпии вычиJJиIeJIьнойй инrepпретации 

фy:tfКЦИЙ инrepecную роль начинaer шpm:ь поюпие ~ 
C8JIЬН0й машины Тьюринга - аналога всезнающего субьекra. 

мы не станем дальше развивап. тему возможных КОН­
кре1НЫХ шперпре1'8ЦИЙ О1Ноmения альтернamвного следа­
вания, так как ДIUI этого пршплось бы экrpoнyIЪ праюически 
все направления исследований философской ЛОПlКИ, и все 
равно многое осталось бы недосказанным. 



v. ЛОГИКА ACL 

В данном параграфе мы построим аксиоматизацию 
отношеНИJI альтернативного логического следования для 

пропозициональной булевой логики. По своей сyrи это 
будет логика булевых функций, а не логика булевых 
значений. Цель проста - посмотреть, в чем разница ме­
жду ней и классической логикой высказываний? 

Прежде всего, фиксируем язык: 

1. Var - множество пропозици:ональных перемен­
ных; 

2. &, У, ..., - логические связки. 

Определение формулы - обычное. 

Пусть Va1 = {О, 1 } VI1 - множество приписываний ис­
тшпIocпIых значений пропозициональным переменныM 
нашего Jl3ыка. Обычным образом мы распространяем 
функции приписыв8НИJI истинностных значений на все 
формулы языка: 

1. v(...,A) = l-v(А); 
2. v(A&B) = min(v(A}, v(В»; 
з. v(AvB) = max(v(A), v(В». 

По определению вводим связки: 

Def.l ~B =def ...,АУВ 
Def.2 А!!:В =def (А=>В)&(В:::>А) 
Def.З АЕВВ =cIef(A&...,B)v(...,A&B) 
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Теперь определим на семантическом уровне отно­
шение следования Г//=А. 

Def.4 из множества формул r={B1, ... ,Bk} следует 
формула А (rll=A), если и только если существует буле­
ва функция С: {О, 1 } k -+ {О, 1 }, которая позволяет для про­
извольного ПРШIИсывания veVal на основании оценок 
v(Вд, ... ,V(Вk) вычислиrь оценку v(A), т.е. 
v(А)=f(v(вд,···,V(Вk». 

{B1, .. ,Bk}ll=A ~ 3fVv(v(А)=f(v(Вд,··,v(ВJ) 

Def.5 Выводuмостью будем называть выражение 
вида ГlI-А, где А - формула, а r={B1, ... ,Bk} - конечное 
множество формул логики высказываний. Будем назы­
вать множество формул Г посьшками выводимости, а 
формулу А - ее ЗaкJПOчеlDlем. 

Аксиоматизацию отношения следования представим 

в виде набора выводимостей и правил перехода от одних 
выводимостей К другим. Формулы, доказуемые в клас­
сической логике высказываний, будем обозначагь по­
средством '-А. 

А.I11-АУ-,А 
А.2 {А, B}II-A&B 
А.З {A}II--,A 

R.l '-А::В => {A}II-B 
R.2 ГlI-А и {A}uAII-В => ГuАII-В 

Заметим, что вправиле R.l мы используем ссьтку 
на доказуемую в классической логике эквивалеНПIОСТЬ. 
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Эra ссылка позволила нам дать компактную аксиомати­
зaцmo, но не ЯВЛJlетсJl обязательной. С равным успехом 
мы могли бы оставиrь одно лишь правило R.2, а R.l за­
менигь на несколько аксиом, соответствующих аксио­

мам булевой алгебры, по правилу: если А = В - аксиома 
булевой алгебры, то к набору наших аксиом-выводи­
мостей мы добавляем две новые - {А}II-В и {B}lI-А. 

Так как по нашему определению выводимости слева 

от знака 11- всегда стоиr множество, мы будем опускать 
фигурные скобки и символ операции объединенИJI мно­
жеств формул. Запись двух множеств формул через за­
ruлyю Г, L\ служиr сокращением ДЛJl rUL\, запись двух 
формул А, В - сокращением для {А, В} и т.д. 

Дадим определение доказательства в нашем исчис­

лении. 

Def.6 Доказательством называетСJl непустая конеч­
Ная последовательность, каждый из элементов которой 
JIВЛJIетсJl либо доказуемой формулой классического ис­
числеНИJI высказываний вида А=В, либо аксиомой­
выводимостью A.l-A.3, либо выводимостью, получен­
ной из пре~их элементов последовательности по 
правилам R.I-R.2. Доказанной считаетсJl выводимость, 
JIВЛJIIOщаяСJl конечным элементом последовательности. 

Покажем непротиворечивость построенного исчис­
леНИJl. для этого нам надо показать, что всякая доказуе­
мая выводимость обладает свойством следования. 

Теорема о непротиворечивости ACL. Если ГII-А, 
то rlI=A. 
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для начала проверим аксиомы А.I-А.З. 

А.1 v(Av...,A) = max(v(A), v(...,A» = max(v(A), 1-
v(A»=I. 

А.2 v(A&B) = min{v{A), V(В». 

А.З v( ...,А) = l-v(А). 

Теперь проверим, что правила R.I-R.2 сохраняют 
свойство следоВ8.НИJl. 

Если r={B1, ••• ,Bt}, 1'0 v(Г) будет использовать в ка­
честве сокращеlПlJl ДЛJI <v(вд, ... ,V(Вt» 

R.l 
+1·I-A::B 
2. v(В)=v(A) 

ниюv 

R.2 
+1. v(A) = f{v(Г» 
+2. v(В) = g(v(А),v(Л» 
з. v(В) = g(f{v(Г),v(Л» 

новкой 

- из 1 по определе-

- из 1, 2 подста-

Покажем, что построенное исчисление Не1ривиаль­
но, т.е. существуют недоказуемые выводимости. для 
ЭТОГО достаточно привести пример выводимости, не об­
ладающей свойством следования. самый простой при­

мер - это 011-Р. Так как множество Г пусто, то значение 
v(p) должно бьrrь констaJпным при всех приписываниях 
veVal, что очевидным образом не имеет места. 

Теорема доказана. 
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Доказанная выше теорема хоть и названа нами тео­
ремой о непротиворечивости, но это скорее дань тради­

ЦИИ, так как ни о какой непротиворечивости в объект­
ном Jlзыке речь не идет. Мы всего лишь показали, что 
аксиомы обладают свойством вычислимости истинност­
ного значеНИJI зaкmoчеНИJI на основании истинностных 

значений посылок, и правила вывода сохраняют это 

свойство. 

Доказательство теоремы о непротиворечивости ШI­
тересно тем, что оно более глубоко раскрывает суть 
предложенной семaнrики. Каждой из аксиом А.I-А.З мы 
сопоставили свою Функцию (свой алгоритм) вычисления: 
ИСТИlПlостного значеНИJI зaкmoчеНИJI на основании ис­

тинностных значений посылок. Аксиоме А.l мы сопос­
тавили константную ФУНКЦИЮ, которая может прини­
мать лишь значение 1. Аксиоме А.2 мы сопоставили 
стандаprнyю фУНКЦШО, которая вычисляет ИСТИIПIOстное 
значение формулы кокьюнктивного вида на основании 
истинностных значений конъюнктов - min(x,y). Аксио­
ме А.З мы сопоставили ФУНКЦИЮ, вычисляющую значе­
ние формулы, главный знак которой отрицание - l-х. 
Правилу R.l мы сопоставили тождественную функцmo 
id(x)=x, а правило R2 - это правило суперпозиции 
функций, позволяющее строить из простых функций 
более сложные, или, есJПI говорить об алгоритмах, это 
правило их сочленеНИJl. Семантическим коррелятом лю­
бой доказуемой выводимости всегда будет некоторая 
суперпозlЩИJl исходных Функций. ни о какой ИCТШIно­
сти аксиом речь не идет и вообще идти не может. Функ­
ции и алгоритму нельзя сопоставить никакого истинно­

стного значеНИJl. Каждый алгоритм правилен по опреде­
леlПtю, так как он ПОЗВОЛJlет вычисЛJIТЬ именно ТО, что 
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он вычисляет. Истинными или ложными MOryr быть 
JПIПIЬ yrвeрждения о свойствах алгоритмов. Например, 
действиreльно ли они позволяют вычислять ТО, к чему 
их хотят применить. но это уже совершенно другой во­
прос. 

Теорема о непротиворечивости имеет очевидное. но 
очень важное следствие. 

Следствие теоремы о иепротиворечивости. 

По всякому доказательству ГII-А в логике ACL мы 
можем синтезировать функцию. которая вычисляет ис­
тинностную оценку формулы А на основании истинно­
стных оценок формул. входящих в Г. 

Смысл этого следствия в том. что каким бы слож­
ным ни было рассуждение, построенное в рамках этой 
логики, знание истинностных значений посылок являет­
ся достаточным условием знания иcтUНHocтHoгo зна­
чения заключения. к которому это рассуждение привело. 

Именно эта идея и была положена в основание альтер­
нативного определения логического следования. и 

именно благодаря ей мы гарантированы от того. чтобы в 
ходе рассуждений впасть в заблуждение. 

Лемма 1. Следующие выводим ости и правила пере­
хода от одних выводимостей К другим доказуемы в ло­
гикеАСL. 
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Т.l AII-A 
T.21-A~II-A 
Т.3 '-А ~ (Г. AII-B ~ ГII-В) 
Т.4I....,А ~ (Г. AII-B ~ ГII-В) 
Т.5 I-АеВ ~ (ГII-А ~ ГlI-В) 



T.61-АsВ ~ (Г, В "-С ~ г, AII-C) 
т.? г, AII-B (:) Г, -,AII-B 
Т.8 IlI-А (:) Г/l--,А 
Т.9 А, В 11- АУВ 
Т.l О ГlI-А ~ Г, BII-A 
Т.ll А&В, -,A&BII-B 
T.12 В, -,A&BII-A&B 
Т.1З В, A&BII.....,A&B 
Т.14 ГlI-А; EII-B ~ г, EII- А&В 
T.l5 ГlI-А; EII-B ~ г, EII- АУВ 
T.l6 г, A&BII-C ~ г, А, BII-C 
Т.l? г, AvBII-С ~ г, А, BII-C 
Т.18 А, BII-AEВB 
Т.19 А, AEВBII-B 
Т.20 {A\,,,.,Aj,,,.,AkHI-Аi 

Т.l AII-A 
l·I-A=A 
2.AII-A 

Т.21-А ~ II-A 
+1·I-A 
2.1- (АУ-,А)=А 
З.Аv-,АII-А 
4·II-A 

т.з I-A ~ (Г, AII-B ~ ГII-В) 
+l·I-A 
+2. Г, AII-B 
З·II-А 
4.ГII-В 

-кив 
-из 1 поR.1 

-из 1 покив 
-из2 по R.l 
- из З, A.l по R.2 

-из 1 поТ.2 
- из 2, 3 по R.2 

55 



S6 

Т.41--,А => (Г, AII-B => rll-B) 
+1·I.....,A 
+2.Г,АII-В 
З·II.....,А 
4·11.....,-,A 
5·1.....,-,A=A 
6.-,-,AII-A 
7·II-A 
8.rll-B 

Т.5 I-A=B => (ГlI-А => rll-B) 
+1·I-A=B 
+2. rll-A 
З.АII-В 
4. ГlI-В 

-из 1 по Т.2 
-из З,А.З поR2 

-кив 
-из 5 по R.1 
-из4,6поR2 
-из2, 7 поR2 

- из 1 по R.l 
-из2, 3 поR2 

Т.61-А=В => (Г, В II-C => Г, AII-C) 
+1·I-АаВ 
+2. Г,В II-C 
З. AII-B -изl по R.l 
4. Г, AII-C - из З, 2 ПО R2 

Т.7 Г, AII-B <=> Г, -,AII-B 
+1. Г, AII-B 
2. -,AII.....,-,A 
З·I-А=-,-,А 
4.-,AII-A 
5. Г, -,AII-B 

+ 1. Г, -,AII-B 
2.AII--,A 
З. Г, AII-B 

-А.3 
-кив 
- из 2, 3 ПО Т.5 
-из4, 1 поR2 

-А.З 
- из 2, 1 ПО R.2 



Т.8 ГII-А <=> rll-...,A 
+1. ГII-А 
2.AII--,A 
З.ГII-...,А 

+1. ГlI--,А 
2 . ...,AII--,...,A 
3·1--,...,A=A 
4 . ...,AII-A 
5. ГlI-А 

Т.9 А, В 11- AvB 
1 . ...,А, ...,В 11- ...,А&...,В 
2 . ...,А, ...,В 11- ...,( ...,А&...,В) 
3·1--,(...,А&...,В)=АvВ 
4 . ...,А, ...,В 11- AvB 
5. А, В 11- AvB 

т. 1 О ГlI-А => Г, ВII-А 
+1. ГII-А 
2. А, Bv...,BII-А&(Вv...,В) 
3. I-А&(Вv...,В)=А 
4. А, Bv...,BII-А 
5. В, ...,ВII- Bv...,B 
6. В II-Вv...,В 
7. А, BII-A 
8. Г,ВII-А 

Т. 11 А&В, ...,A&BII-B 

-А.3 
- из 1, 2 по R.2 

-А.3 

-кив 
- из 2, 3 по Т.5 
- из 1, 4 по R.2 

-А.2 
-из 1 по Т.8 
-кив 
-из 3 по Т.5 
-из4поТ.' 

-А.2 
-кив 
- из 2, 3 по Т.5 
-Т.9 
-из5 поТ., 
- из 4, 6 по R.2 
-из 1, ,по R.2 

}. А&В, ...,A&BII- (A&B)v(...,A&B) - Т.9 
2. 1-В=(А&В)v( ...,А&В) - кив 
3. А&В, ...,A&BII- В - из 1,2 по Т.5 
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Т.12 В, -,A&BII-A&B 
1. В, -,( -,A&B)II-B&-,( -,А&В) -А.2 
2. В, -,A&BII-B&-,( -,А&В) -из 1 по Т.7 
3.1- В&-,( -,А&В)=А&В -кив 
4. В, -,A&BII-A&B -из 2,3 по Т.5 

Т.13 В, A&BII--,A&B 
1. В, -,-,A&BII--,A&B -Т.12 
2. I--,-,A&B=A&B -кив 
3. В, A&BII--,A&B - из 1,2 по Т.б 

T.14 rll-A; 1:1I-B => г, 1:11- А&В 
+1. IlI-А 
+2. tll-B 
3. А, BII-A&B -А.2 
4.Г,ВII-А&В - из 1, 3 по R.2 
S. Г, tll-A&B - из 2, 4 по R.2 

Т.15 IlI-А; tll-B => г, 1:11- AvB 
+1. rll-A 
+2. tll-B 
3. А, BII-АvВ -Т.9 

4. Г, BII-АvВ - из 1, 3 по R.2 
S. Г, tll-АvВ -из 2, 4 по R.2 

Т.1б г, A&BII-C => г, А, BII-C 
+1. г, A&BII-C 
2. А, BII-A&B -А.2 
3. Г,А,ВII-С - из 1, 2 по R.2 

Т.17 г, AvBII-С => г, А, BII-C 
+1. г, AvBII-С 
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2. А, BII-АvВ 
3. Г, А, BII-C 

Т.18 А, BII-AEВB 
1. А, ..... BII-A& ..... B 
2. -.А, BII--.A&B 
3. А, BII-A& ..... B 
4. А, BII-..... A&B 
S. А, BII-( ..... A&B)v(A&...,B) 
6. А, BII-AEВB 

Т.19 А, AEВBII-B 
1. А, АЕВВ II-A&(AEВB) 
2. 1- А&(АЕВВ)=А&...,В 
3. А, АЕВВ 11- А&...,В 
4. -.А, AEВBII- ...,А&(АЕВВ) 
S. 1- ...,А&(АЕВВ)::;-.А&В 
6 . ...,А, АЕБВII- ...,А&В 
7. А, AEВBII- ...,А&В 
8. А, A&...,BII- А&В 
9. А&В, -.A&BII-B 
10. А, А&-.В, ...,A&BII-B 
11. А, АЕВВ, ...,A&BII-B 
12. А, AEВBII-B 

Т.20 {A\, ... ,Aj, ... ,AkHI-Аi 
1. Aill-Aj 

2. {A\, ... ,Aj, ... ,AkHI-Аj 

Лемма доказана. 

-Т.9 

-из 1,2 поR2 

-А.2 
-А.2 
-из 1 поТ.7 
-из 2 по Т.7 
-из3,4поТ.14 
- из 5 по Def.3 

-А.2 
-Dеf.3,КИВ 
- из 1,2 по T.S 
-А.2 
-Def.3, кив 
- из 4, 5 по T.S 
-из6,А.l поТ.7 
-Т.12 
-T.l1 
- из 8, 9 по R.2 
- из 3, 10 по R.2 
- из 7, 11 по R.2 

-Т.1 
- из 1 k-l-кратным 
применеиием Т.I0 
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Следующая теорема дает утвердиreльный ответ на 
вопрос о том, достаточны ли принятые нами способы 
умозaкmoчений ДI1JI представления всех возможных вы­
водов, которые согласуются с альтернативным понятием 

следования? 

Теорема о ОOJlвоп JlОrвкв ACL. Если rlI=A, то 
rll-A. 

Рассмотрим случай, когда r=l21. По условlПO теоре­
мы существует такая булева фуНIЩИJI r:{I21}~{O,l}, что 
ДI1JI произвольного npиписыванИJI veVal имеет место. 
v(A)=f(I21). Эro означает, что функция f - константная. 

[1] f(121)=1 

1. I-Аv-rAs.А 
2·II-A 

[2] f(121)=O 

1·I-A&-,A=A 
2.A&-,AII-A 
З. -,(А&-,А) 11- А 
4.1- АУ-,А = -,(А&-,А) 
5. АУ-,АII-A 
6·II-A 

- из 1, А.l ПО T.S 

-из 1 ПО R.l 
-из2поТ.7 

-кив 
-из 4 ПО Т.6 
- из S, А.l ПО R.2 

Пусть Г={В) .... , Bk}, и существует такая булева 
фуНIЩИJI f, что ДI1JI npoизвольного npиписыВ8НИJI истин­
ностных значений v имеет место v(А)=f(v(В), ... ,v(ВJ). 
Эro означает, что существует состоящая из формул 
В), ... ,Bk булева комбинация А', которая эквивалентна А. 
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Доказательство будем проводить индукцией по сте­
пени формулы А', рассматривая формулы BJ, ... ,Bk как 
атомарные, Т.е. не шrreресУJlСЬ их внутренней структу­

рой. 

Всего возможны четыре случаи: 

[3] А' = Bj, f{v(Г) = v(ВJ 

1. Bjll- Bj - Т.1 
2. BJ,.",~ 11- Bj - из 1 по Т.10 

[4] А'= -.В, f{v(Г) = 1- g(v(Г) 

+ 1. rlI- В - ИНД. доп. 
2. rll- -.В - из 1 по Т.8 

[5] А'= В&С, f{v(Г) = min(g(v(I), h(v(Г)) 

+1. Г 11- В - ИНД. доп. 
+2. Г 11- с - инд. доп. 
3. В, С 11- В&С - А.2 
4. Г 11- В&С - из 1, 2, 3 по R.2 

[6] А'= ВУС, f{v(Г) = max(g(v(n), h(v(Г)) 

+1. Г 11- В - инд. доп. 
+2. Г 11- с - инд. доп. 
3. В, С 11- BvC - Т.9 
4. Г 11- ВУС - из 1, 2, 3 по R2 

Теорема доказана. 
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Представление логики альтернативного следования 
в виде набора выводимостей удобно для большей на­
глядности свойств анализируемого отношения. При по­
строении реальных рассуждений более естественно пред­
ставить логику в виде системы натурального вывода. 

Натуральиа. формулировка логики ACN 

Правила вывода: 

N.1 => Av-.A 
N.2 А=>-.А 
N.З А, В => А&В 
N.4 I-A=B; А => В 

Def.7 Выводом из множества формул Г формулы А 
в логике ACN называется непустая конечная последова­
тельность формул <А), А2, ••• , А.;>, каждая из которых 
либо ПРИН8ДIIежит множеству Г, либо получена из пре­
дыдущих формул последовательности по одному из 
правил вывода N.1-N.3, либо классически эквивалентна 
одной из предыдущих формул последовательности, и 
конечным элементом последовательности является фор­
мула А (Ak=A). 

Доказательство эквивалентности двух формулиро­
вок не представляет никакой трудности. Легко показать, 
что выводимость ГII-А доказуема в ACL, е. и т. е. суще­
ствует натуральный вывод формулы А из множества 
формул Г в логике ACN. 
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МЫ специально не называем множество формул r 
множеством гипотез, так как понятие гипотезы несет 

ненужную смысловую нагрузку, преДПОЛaraJl, по край­
ней мере, веру в ее ИСПllПlость. дм нас же исТИIПIОСТ­
ные значеRИJI формул множества r не важны. 



VI. ПРОТОЛОГИКА 

Наша следующая цель - найти то общее, что объе­
ДИНJlет логику классического и альтернативного отно­

шения следоВ8НИJl. Реmиrь Э1У задачу можно путем по­
следовательного обеднения языка до тех пор, пока не 
сотрутся различия двух логик. То, что останется после 
этого, можно назвать протологикой. 

Поскольку построеlПl8JI вьппе пропозициональная 
логика ACL отлична от классической, мы должны ис­
КJПOЧИТЬ из рассмотрения логические свJlзки. Но как 
бьrrь с субъектно-предикатной структурой простых 
предложений, лежащей в основе силлогистической тео­
рии Аристотеля? Имеются ли различия между ДВУМJl 
отношениями следования на этом уровне? Покажем, что 
ответ на этот вопрос положительный. 

Фиксируем JlЗЫК. 
1. т, р, q, r, s - символы ДЛJI представления общих 

терминов; 

2. А, Е, 1, О - функторы. 

ОпределеlПlе формулы. 
1. Если s и Р - общие термины' то Asp, Esp, Isp, Osp 

-фОРМУЛЬI; 
2. ничто другое формулой не JlвляетсJl. 

Моделью ДЛJI этого языка будем называть пару 
M=<W,v>, где W - множество, содержащее не менее 
двух элементов, а v - функция приписыВ8НИJI общим 
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терминам непустых и неуниверсальных подмножеств W. 
Т.е. мы рассматриваем случай простой традиционной 
силлогистики. 

Определим ДЛJI формул нашего Jlзыка их значение в 
моделиМ. 

r 1, если v(s~v(p); 
M[Asp] = ~ 

l о в противном случае. 

r 1, если v(s)Г'\v(р)=!2J; 
M[Esp] = ~ 

l о в противном случае. 

{ 

1, если v(s)Г'\v(р~!2J; 
M[Isp] = 

О в противном случае. 

r 1, если v(s~v(p); 
M[Osp] = ~ 

l о в противном случае. 

При классическом определении логического следо­

вания по Тарскому 

~I=A ~ VМ(VВ(ВЕ~ :::) M[B]=l) :::) М[А]=l) 

мы получим простую традиционную силлогистику. При 

альтернативном определении следованиJl 
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мы получим другую логическую систему, которую назо­

вем ASL. Если представить ее в виде набора выводимо­
стей, 1'0 среди аксиом и правил вывода окажутсJl: 

s.lll-Ass 
S.211-Ess 
s.з Aspll-Osp 
S.4 Ospll-Asp 
S.S Espll-Isp 
S.6 Ispll-Esp 
S.7 Ispll-Ips 
S.8 {A1, ••• ,Aj , ••• ,Ak}ll-Аj 

RS.1 1:11-B; Г, BII-A :::) Г,1:II-А 

Покажем, что приведенные аксиомы удовлетворJlЮТ 
альтернативному определеншо логического следоВ8.НИJl, 

а правила вывода сохраняют его. 

Теорема о вепротвворечввоетв ASL. Если rll-A, 
тorll=A. 

для начала проверим аксиомы S.1-S.7. Возьмем 
произвольную модель M=<W,v>. 

S.1 Так как v(s)g(s), то M[Ass]=l. Поэтому в каче­
стве функции f достаточно взять нульместную кон­
стaнrнyю функцmo 1. 

S.2 Так как v(s)nv(s) = v(s) *0 в силу определеНИJI 
функции v в модели, 1'0 M[Ess]=O. Поэтому в качестве 
функции f достаточно ВЗJIТЬ нульместную константную 
функцmoО. 
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S.3 Так как M[Asp]=1 <=> M[Osp]=O, то в качестве 
фУНIЩIПI f достаточно взять одноместную функцию l-х. 

S.4-S.6 доказываются аналогично S.3. 

S.7 Так как v(s)nv(p)= v(p)nv(s), то в качестве 
фуНIЩИИ f достаточно взять одноместную тождествен­
ную функцию id(x)=x. 

S.8 дли этой аксиомы в качестве функции f доста­
точно взять функцию проекции prj(xl, ... ,Xj, ... ,Xk)=xi. 

Проверим единственное правило вывода. 
RS.l 
+ 1. М[В] = f(М[Ц) 
+2. М[А] = g(M[B],M[r]) 
3. М[А] = g(f(M[t]),M[r]) - из 1, 2 подста-

новкой 

Теорема доказана. 

Легко показать, что в системе ASL не имеют места 
двухпосылочные модусы традициOlПlой силлогистики. 
Продемонстрируем это на примере модуса Barbara, по 
которому из ДВУХ посылок Атр и Asm выводится за­
ключение Asp. 

На следующих ДВУХ КРУГОВЫХ диаграммах приведе­
ны две интерпретации общих теРМШlов s, m и р в ДВУХ 
моделях - Мl и М2. 
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М1 М2 

Рис. 4 
Согласно определению, в этих моделях посьJJIКaМ и 

заключенmo сопоставлены следующие значения: 

Ml(Asm)=O, Ml(Amp)=l, Ml(Asp)=l 
IO(Asm)=O, М2(Аmр)=l, IO(Asp)=O 

Так как в обеих моделях посылкам сопоставлены 
одинаковые значения, а заключению разные, то отсюда 

следует, что не существует такой ФУНКЦИИ f, что 
'v'M(M[Asp]=f(M[Asm],M[Amp]», Т.е. Amp,Asmll~Asp. 

Поскольку в дополнение к этому еще и выводимо­
сти S.2-S.6 не имеют места в традиционной силлогисти­
ке, классическое и альтернативное понятия логического 

следования определяют разные отношения между пред­

ложениями с субъектно-предикатной структурой. 
Совершим следующий шаг в обеднении языка, отка­

завшись различать внутреннюю субъектно-предикатную 
структуру предложений. Можно ли говорить о сущест­
вовании какой-то логики для такого языка? Как ни 
странно, но даже у такого бедного языка она есть. 

Обратим внимание на формулы и правила вывода, 
доказуемые в классической логике, силлогистике, логи-
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ке ACL и логике ASL. Легко заметить, что правило R.2 
логики ACL и правило RS.l логики ASL совпадают с 
хорошо известным структурным правилом сеченИJI, ис­

пользуемым при построеНИJI выводов в силлогистике и в 

классической логике. Теорема Т.20 логики ACL и ак­
сиома S.8 логики ASL также совпадают с одним из 
свойств отношения выводимости классической логики -
~, AI-A. Очевидно также, что общим для классического 
и альтернативного отношения следований является пра­
вило добавлеНИJI посьmок, т.е. переход от II-A к I,BI-A. 
ОНИ никак не зависят от особеlПlОСтей конкретного язы­
ка, а определяются исключительно свойствами отноше­
ния следованИJI. Для нас же в данном случае важно то, 

что они допускаю двойную интерпретацию - как следо­

вание по истинности и как функциональное отношение. 

Следование по истинности. 
1. Если истинны все формулы 

{AJ •...• A; •...• Ak}. то истинна и формула А;. 
2. Если при истинности формул множест­

ва I истинна формула В. и при истинности 
формул множества ЛJ{В} истинна формула А. 
то при истинности формул множества ГиI 
формула А также будет истинна. 

3. Если при истинности формул множест­
ва .Е истинна формула А. то при истинности 
формул множества Iи{В} формула А также 
будет истинна. 

Функциональное отношение. 
1. Если известны значения формул 

{AJ •...• A/ •...• Ak}. то посредством функции nроек-
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ции Р" всегда можно получить значение форму­
лыА/. 

2. Если существует функция f( ....... ). вы­
числяющая значение формулы В на основании 
значении формул I, и существует функция К. 
вычисляющая значение формулы А на основании 
значении формул Ги{В}. то композиция g( ... J) 
этих двух функции noзволяет вычислить значе­
ние формулы А на основании значении формул 
ЛJI. 

3. Если существует функция f, вычисляю­
щая значение формулы А на основании значении 
формул I, то посредством комnoзиции функции 
npоекции Р', и / можно определить функцию. 
которая вычисляет значение формулы А на ос­
новании значении формул множества Iи{В}. 

Заметим, что в случае альтернатив-
ной/вычислительной интерпретации мы имеем дело, во­
первых, с проекцией - одной из базисных ФУНКЦИЙ, уча­
ствующих в определении по Клини множества вычис­
лимых функций, и, во-вторых, с правилом композиции, 
позвоmпoщим из более простых функций получать бо­
лее сложные, также участвующим в упомянутом опре­

делении множества вычислимых ФУНIЩИй. 
Таким образом, мы получили логику, которЗJI зада­

ется аксиомой-выводим остью 

РА.1:, AI-A 
и двумя правилами перехода от одних вьшодимостеА 

кдругим 
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Легко показать, что в протологике, единствеlПlОЙ 
аксиомой которой ЯВJlJlетея РА, правила PR 1 и PR2 до­
пустимы. 

Можно предположить, что JlЗЫК и способы рассуж­
дений в ходе своей эволюции проходили своеобразную 
точку бифуркации, в которой про изводился выбор даль­
нейшего пути развИТИJI. Приходилось выбирать, чему 
отдать предпочтение - дескриптивной или процедурной 
икгерпретации JlЗыковых выражений. Выбор в пользу 
первого естественным образом приводил к истинностно­
значной логике, выбор в пользу второго - к развитию 
вычислений. На роль точки бифуркации подходит до­
пускающая двойную интерпретацию протологика. Ее 
отголоски мы слышим в восклiЩании «Эврика!» 
(<<Смотри!»), которое очень напоминает применение 
правила {AJ, ... ,Aj, ... ,AkHI-Аj, заключающегося в простом 
предъявлении одной из уже ПРИНJlТых посылок. 

В то же время, несмотря на очевидный крен в деск­
риптивную сторону, многие логические элемекгы языка 

сохранили проце.цурное (функциональное) понимание. 
Первый пример - это некоммутативный союз «и». Пред­

ложение «Мэри вышла замуж и родWlа ребенка» с точки 
зреНИJI классической логики эквивалекгно предложению 
«Мэри родWlа ребенка и вышла замуж». Однако такое 
понимание не соответетвует нашей языковой интуиции, 

и вряд ли кто согласИfCЯ, что смысл этих предложений 
одинаков. Союз «и» в этих примерах понимаетея скорее 
как операция сочленеНИJl!композиции последовательных 
действий <<Мэри вышла замуж»о<<Мэри родWlа ребенка». 
Другим примером являетея союз «если ... , то ... ». Люди, 
незнакомые с логикой, часто понимают его как пред­
cтaвIUlЮЩИЙ причинную или процедурную связь между 
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тем, что описывается в предложениях. Лишь после изу­

чения стандартного курса логики они, наконец, узнают, 

что предложение «Если число 5 делится на 4, то оно 
делится на 2» истинно в силу специальной истинност­
нозначной интерпретации «если ... , то ... ». 



VII. ДЕдукция VS ВЫЧИСЛЕНИЯ 

В этом параграфе мы попробуем сравнить два вида 
доказательств - доказательство как дедукцию из аксиом 

с сохранением свойства истинности предложений и до­
казательство как решение вычислительной задачи. Гео­
мetpические построеНИJI с помощью циркуля и линейки 
в силу их конструкrивной, алгоритмической природы 
JIВJ1JIЮтся частным примером вычислительных задач. 

Обратимся к КJfШ'e [1], где пишется о так называе­
мой рецептурой математике. 

<<Если бы вы обучались в школах Древнего Востока, 
то никаких навыков рассуждений вы бы не получили. 
Ведь даже математические знания на Древнем Востоке 
добывали и обосновывали без строгих рассуждений, т.е. 
без доказательств! Вместо доказательств учащиеся 
должны были усваивать разнообразные инструкции по 
решению математических задач. Это были своего рода 
рецепты noлучения ответов, поэтому такую матема­

тику и называют рецептурной. Как убедиться, что ре­
цепт правильный, что он ведет к истинному ответу на 
вопрос задачи? Во многих случаях древневосточные ма­
тематики ссылались на чувственный опыт, nровозгла­
шая nринциn: "Гляди, смотри"» [1, с. 13]. 

Создается впечатление, что автор, преКЛОНJIЯсь пе­

ред красотой идеала доказательной математики, неволь­
но недооценивает достижения математики Древнего 
Востока. В качестве альтернативного можно привести 
мнение Н.Бурбаки [6, с. 10]. 
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«Теперь у:нсе нельзя сомневаться в существовании 
СWlьно развитой доэллинской математики. Не только 
nонятue целого числа и меры величины (сами по себе 
у:нсе очень абстрактные) употребляются в самых древ­
них из дошедших до нас текстах Египта и Халдеи, но и 
вся вавWlОНСКйЯ алгебра с ее изЯUlными и уверенными 
приемами не может рассматриваться в виде простой 
совокупности задач, решенных эмпирически, на OtЦynь. 
И если в текстах мы еUlе не находим ничего похожего 
на "доказательства" в формальном смысле слова, все 
же имеются все основания полагать, что открытие 

таких nриемов решения, оБUlность которых видна из 
частных nрименений к числовым nримерам, не могло 
иметь места без хотя бы минимального количества 
логическux рассу:нсдениЙ». 

С Н.Бурбаки солидарен и историк математики 
А.П.Юшкевич [48, с. 50]. 

« ... слова "доказательство" и "наука ", если ux рас­
сматривать в историческом аспекте, не имеют одно­
значного смысла, и в разное время в них вкладывалось 
разное содержание. Omказывать математике Египта 
и ВавWlона в их наименовании наукой потому, что в их 
письменных памятниках нет доказательств, столь же 
неосновательно, как исключать из живописи импрес­

сионизм Wlи абстрактную школу, т.к. они "нереали­
стичны ", а из поэзии творчество Элюара Wlи Хлебнико­
ва, так как они неnохожи на Верлена Wlи Блока. Ска­
занное относится также к древним математическим 
текстам Китая и Индии». 

Роль дедуктивных доказательств в истории науки и 
математики вовсе не столь велика, как это может пока­

заться. Гораздо чаще их примениют ПОстф8К1)'м ДJ1JI ре-
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конструкции и обоснования ранее полученных результа­
тов, а не в качестве рабочего инструмента. 

«Труды Аристотеля и его nреемников, по-видимому, 
не оказали заметного влияния на математику. Грече­
ские математики в своих исследованиях шли по пути, 
nроложенному пифагорейцами и их последователями в 
IV в. (I'eoдopoM, Теэтетом, Евдоксом), и мало интере­
совались формальной логикой при изложении своих ре­
зультатов. Это не должно вызывать удивления; дос­
таточно сравнить гибкость и точность изложения 
математических рассуждений, которое имело место 
начиная с этого nериода, с весьма рудиментарным со­
стоянием аристотелевской логики» [6, с. 14]. 

Можно привести и более свежне примеры. Доста­
точно вспомнить историю возникновения математиче­

ского анализа, который давно и с успехом применяется 

для решения сложнейших задач, но обоснование полу­
чил ЛИIIIь через триста лет после своего появления. 

Но не противоречит ли Н.Бурбаки самому себе, го­
воря о гибкости и точности изложения мareматических 
рассуждений при рудиментарном состоJIНИИ логики? 
Возможно ли 'ЛО? Да, возможно, если не сводить логику 
к обычной дедукции. Наряду с дедуктивной, не меньшее 
право на существование имеет вычислительная MareMa­
тика. Возможно, если бы влияние эллинизма не было 
исторически столь сильным и подавляющим, на Востоке 
развилась бы именно вычислиreЛЬН8JI мareматика, тем 
более что к 'ЛОму уже бьши практические предпосылки. 

« ... числа древними nредставлялucь наглядно, на­
пример, как ряды камешков ши наборы геометрических 
точек. Результат сложения чисел n и т мог быть полу­
чен путем подсчета соответствующего числа камеш­

ков ши точею> [1, с. 13]. 
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Представление чисел камешками или точками уже 
было некоторой абстракцией числа. Т.е. конкретный ма­
териальный носитель не был важен, он всего лишь слу­
жил ДJIJI наглядного представления: числа. Результат, по­
лученный с помощью камешков, затем переНОСИЛСJl на 
Jlблоки, рабов, мешки с мукой и пр. Как не вспомШIТЬ 
машину Тьюринга, в нагJUlДНой модели которой числа 
npeдставтпотсJl посредством черточек на бумажной 
леите, и результат сложения чисел n и т получается 
путем подсчета соответствующего числа чеproчек. 
Вот как оnисываюТСJl правила вычисления: на абаке -
древнем вычислительном устройстве, ПОJlвившеМСJl у 

греков в N веке до нашей эры, Т.е. именно во времена 
походов Александра Македонского. 

« ... будем представлять себе "обычные" компью­
теры устроенными npuмитивHO, на уровне каменного 

века. Его регистры мы представляем себе как емкие 
нумерованные ящики, способные вместить nроU38ОЛЬ­
ное число камешков - ни одного, один, два и т.д., так 
что [n] есть число камешков в ящике с номером n. В ро­
ли "машины" действует человек, способный к выполне­
нию двух видов операций: добавить один камешек к их 
груде, лежащей в ящике с номером n, и забрать один 
камешек из груды, лежащей в ящике с номером n, если 
там вообще есть хоть что-нибудь» [5, с. 82]. 

Далее там же доказываетсJl, что с помощью такого 
«примитивного» устройства вычислимы все (!) рекур­
сивные функции. Народам Древнего Востока нужно бы­
ло и дальше УПР8ЖНJIТЬСJl в счете на абаке, но на их беду 
пришли эллины со своими взглядами на то, что достой­

но внимания «истинного» ученого, а что - нет, и занятие 

счетом было прервано. 
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« ... наставники более 'мудры не благодаря У'мению 
действовать, а nото'мУ, что они обладают отвлечен­
ны'м знанием» [Метафизика, 1, 1, 981Ь 5]. 

Ученые рассуждали о вечных идеях, а счет был от­
дан ЛЮДЯМ более низкого звания. Понадобилось пройти 
двум с половиной тысячелетиям, чтобы искусство счета 
стало предметом научного анализа, и возникла теория 

ВЫЧИСЛИМЫХ функций. Поэтому весьма спорными явля­
ЮТСЯ следующие утверждения. 

«Мы вовсе не хотим сказать, что рецептурное зна­
ние не имеет права на существование. Оно со свойст­

венной ему nрактическоu наnра(JЛенностью способно 
СШJьно облегчить нам жизнь. Но от этого знание тако­
го рада не перестало быть бездоказательным знание'м. 
Одним из отличительных nризнаков научного знания 
является доказательность. Omсюда получается, что 
рецептурное знание, в частности, рецептурная 'мате­

'матика Древнего Востока, науки не образует и наукой 
не является. Математика стала наукой лишь тогда, 
когда древние греки открыли идею ,Мате,Матического 

доказательства» [1, с. 14-15]. 
«В отказе считать древневосточную ,Мате,Матику 

наукой ничего удивительного нет. В наши дни, наnри­
'мер, ,мы не считае'м деятельность nрограм.миста раз­
нoвuдностью работы ученого. Програм.мирование чаще 
всего оказывается разработкой рецептов решения тех 
ши иных задач с nО'мощью эвм, однако nраВШlьность 
самих рецеnтов (т.е. ко,Мnьютерных nрограм.м) обычно 
не доказывается. Поэто'мУ, нес,Мотря на то, что по­
строение сложных nрогра.м.м требует развитой спо­
собности рассуждать (в отличие от древней восточ­
ной ,Мате,Матики, не требовавшей рассуждений вооб-

77 



ще), nрограммирование - это скорее высокотехноло­
гическое искусство, чем наука. Но есть теоретики nро­
граммированuя, изучающие способы доказательства 
nравWlьности программ. Такие исследования уже могут 
nретендовать на научный статус» [1, с. 115]. 

Итак, можно ли счиraть вычисление (построение) 
доказательством? 

Представим себе следующую сmyацию. Логику и 
Вычислиreлю (Программисту) предлагается решить од­
ну и ту же задачу из области геометрии на плоскости -
доказать, что ДIIJI произвольного отрезка АВ можно по­
строить равносторонний треугольник Аве. Эro первая 
теорема «Начал» Евклида, хорошо известная всем из 
школьного курса геометрШl. 

Через некоторое время после получения: задания Ло­
гик сообщает, что доказал формулу 

Если Omрезок(АВ), то существует такой Треуголь­
ник(АВС), что АВ=ВС и АВ=АС. 

Вычислитель же (Программист) в качестве доказа­
тельства предъявляет на бумаге (на экране монитора) 
чертеж. 
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Логик ЗaJIВЛJIет, что не ПРИlDIмает этот чертеж в ка­
честве доказательства и требует настоящего доказатель­
ства. Тогда Вычислитель (Программист) преД:ЬЯВЛJlет 
Логику последовательность чертежей 1-6 (запускает 
компьютерную программу, последовательно выпол­

НJIlOщую требуемое построение), которые, по его мне­
НIПO, как раз и служат доказательством того, что задача 

имеет решение. 
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Логик настаивает, что если эти чертежи считать до­
казательством, то необходимо доказать правильность 
вьшолнеНИJI каждого шага в терминах предусловий и 

постуслов~ как это делаетсJl при доказательстве пра-
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вильности программ. Вычислитель (Программист) спер­
ва возражает, но затем сдается и предъявляет Логику 

требуемое логическое доказательство правильности ка­
ждого шага построения, убеждая его, что все выполнено 
правильно. Логик торжествует, будучи уверен, что без 
понятия логического доказательства в науке нельзя сде­

лать и шагу. Но 'I)'Т в наcтyruIение переходит Вычисли­
тель (Программист). Он в свою очередь просит у Логика 
предъявить доказательство теоремы. В ответ на Э1У 
просьбу Логик предъявляет неnyсmyю конечную nосле­
довательность формул, каждая из которых либо ак­
сиома геометрии, либо получена из предыдущих формул 
nоследовательности по одному из nравWl вывода. За­
ключительной формулой этой nоследовательности яв­
ляется доказываемая теорема. Зная, что и математики, 
и логики тоже JПOДИ и тоже могут ошибаться, Вычисли­
тель (Программист) просит доказать, что предложенное 
доказательство является правильным. В ответ на это Ло­
гик напротив каждой формулы доказательства пишет ее 
обоснование - является ли она аксиомой геометрии, по­
лучена ли она из предыдущих формул по одному из пра­
вил вывода, И если да, то по какому конкретио. После 

этого Логик говорит: «Эврика! Смотри»! Вычислитель 
(Программист) остается неудовлетворен. Он говорит, 
что видит перед собой всего лишь протокол выполнения 
определенного алгоритма (программы), но никакого до­
казательства ему не предъявлено, что, в КОlЩе концов, 

формально его алгоритм (программа) также является 
непустой последовательностью операторов, каждый из 
которых элементарен, но в совокупности они приводят К 

требуемому построению. Если Логик не считает дея­
тельность Вычислителя (Программиста) научной, то ка­
кое он имеет право обосновывать свои научные докаэа-
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тельства ненаучными алгоритмическими средствами? 
Последовательность чертежей 1-6 обоснована ничуть не 
хуже, чем преДЪJlвленное доказательство логической 

теоремы. Каждый переход в цепочке 1-6 совершен по­
средством вьшолнеНИJI элемешарного преобразовaниJI 
чертежа, зaкmoчающеГОСJl лнбо в про ведении дуги за­
данного радиуса (1-2,2-3), либо в соединении двух то­
чек прямой (3-4, 4-5). Результат же - равносторонний 
треугольник. 

Логик оказываетсJl в трудной сmyации. Если он 
станет опять же посредством логики обосновывать пра­
вильность своего выполнения алгоритма построения до­

казательства, то попадет в порочный круг, так как Вы­
числиreль (Программист) со всеми на то основаниями 
попросиг его обосновать и это новое доказательство, и 
так ad infinitum. Кроме этого Вычислитель (Програм­
мист) выдвигает новое требование, заявляя, что в логике 
одной лишь последовательности формул, удовлетво­
ряющей определению доказательства, мало, чтобы счи­
тать теорему имеющей какую-то ценность. Необходимо 
дополнительно обосновать COBMec~ непротиворечи­
вость используемых аксиом. Если условие непротиворе­
чивости не выполнено, то ДЛJI ВСJlКОЙ формулы И ее от­
рlЩания всегда можно найти подходящую цепочку дру­
гих формул, которая удовлетворяет определению 
доказательства. 

Оставим ВычислитеЛJl (Программиста) и Логика 
препираться друг с другом или совместными усилиями 

искать взаимоприемлемое решение проблемы. для сеБJl 
же констатируем, что как ни странно, но обоснование 
формальной правильности логического доказательства 
мы действиreльно получаем путем обращения к алго­
ритмическим, но не логическим операциям. Так может 
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быть не стоиr отказывать поНJlТШO вычислеНИJI в его 
глубинной логической природе? Если мы с этим согла­
симся, то доJIжны будем признать, что деятельность 
программистов является РQ3новuдностью работы уче­
ного и зaкmoЧ&еТСЯ в ежедневном доказательстве разно­

образных теорем, что програмисты делают ЭТО, даже не 
подозревая, чем на самом деле занимаются. 



VIП. ТЕОРИИ НА ОСНОВЕ 
АЛЬТЕРНАТИВНОГО СЛЕДОВАНИЯ 

КЛассическая логика интересна не только сама по 
себе, но и потому, что на ее основе мы можем строить 
теории, принимая в качестве дополнительных аксиом 

формулы, несущие информацию о свойствах конкретной 
предметной области. Возможны ли аналогичные по­
строеНИJI на основе логики ACL? Да, возможны. Для 
построеНИJI теорий на базе логики ACL мы доб8.ВJlJlем к 
логическим аксиомам-выводимостям дополнительные 

постулаты-выводимости, а на уровне семантики каждо­

му такому ПОС1}'лату сопоставля:ем свою булеву функ­
LUUO, ПОЗВОШIIОЩУЮ вычислить истинностное значение 
заключеНИJI на основе истинностных значений посылок. 

- A)=f)oE) 
-A2=f2o~ 

как частный случай, множества формул Ej могут 
быть ПУСТЬ., и тогда функции fj JIВJDIIOТCЯ констаигными. 
Если сравнигь это построение с построением теорий в 
классической логике, то можно провести следующее 

различие. В классической логике, добaвлJUI новые ак­
сиомы, мы ограничиваем множество моделей, в которых 
они истинны, и тем самым увеличиваем информатив­
ность теории. При этом всегда есть риск, что система 
нелогических аксиом окажетея внутренне противоречи-
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вой и тем самым вся теория окажется тривиальной. В 
логике ACL ситуация несколько иная. Каждая новая ак­
сиома в ней содержит информацию о том, как связать 
булевой функцией посылки и заключение. Если теории 
на базе классической логики можно назвать теориями 
знания, то теории на базе ACL являются теориями уме­
ний. Каждая новая аксиома-выводимость фиксирует не­
которое умение. На семантическом уровне АСL-теория 
- это некоторое множество алгоритмов, определяющих 

класс допустимых преобразов8НИЙ над объектами пред­
метной области, а не просто множество моделей, в ко­
торых истинны аксиомы теории, как это имеет место в 

случае классической логики. 
Если в качестве одного из обязательных приэнаков 

научного знания ПРИНJIТь его доказательность в том же 

смысле, как понимал его Аристотель, и понимают его 
последователи вплоть до сегодняшнего дня, то вполне 

естественно, чro математика Древнего Востока этими 
характеристиками не обладает. Но выше мы уже показа­
ли, что классическое определение отношения следова­

ния базируется на вполне определенных и давно уста­
ревших философских предпосылках, имеет много недос­
татков и никоим образом не может претендовать на роль 
Богом данного и единственно правильного. Реальной 
альтернативой является логика, отношение следования в 
которой имеет вычислительную природу. Путем по­
строения выводов в такой логике легко синтезировать 

правила сложных вычислений на основе набора более 
простых. Вряд ли можно оспаривать тезис о том, что 
наука должна быть доказательной, но не следует сво­
дить при этом понятие доказательства к тому специаль­

ному ВИДУ, как его понимали древние греки. В конце 
концов, следует исходить из ТОЙ функции, которую вы-
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поnняет в научной практике понятие доказательства, а 
не упорствовать в признании лишь ТОГО определения, 

которое было дано две с половиной тыIJlчии лет назад. 
Почему не допуcтиrь, что могут существовать процеду­
ры рассуждения с другим типом обоснования, но вы­
ПОЛНJIющие ту же ФуНКЦlПO, что и обычные дедуктивные 
рассуждения? В противном случае «Начала» Евклида не 
принадлежат математике. 

« ... ,Математика не есть только теоретическая 
дедуктивная наука в С'мысле Аристотеля. ... историче­
ски построение алгоритмов предшествовало созданию 
,Мате,Матических теорий. Но для построения алгорит­
,мов. уже самых древних. связанных. например. с оnери­
рование,М с целыми числами и с дробями. с решением 
различных классов ариф'метических и геО'метрических 
задач. оказалось необходимым введение новых nонятиЙ. 
таких, как понятия числа, дроби. площади. объема. 
сложения. У'множения и многих других. а также выяс­
нение свойств и законов операций с числами и многих 
других воnросов познавательного характера, образую­
щих эле'менты научного знания. научной теории, для 
которой прежде всего характерна вОЗ'можность ис­
nользовать одни знания (непосредственно данные нам 
посылки) для получения из них других - заключений. Не­
трудно nоказать, что вопреки распространенному на 
этот счет мнению с такого рода эле'ментами научной 
теории .мы встречаемся уже у древних египтян и вави­
лонян. Роль же древних греков состояла, скорее. в том, 
что они nостроми теорию таких теорий - теорию до­
казательства. в соответствии с которой и создавали 
уже стройные ,Математические систе'мЫ. Однако nер­
венство nравма (алгоритма) над теоре'мОЙ сохранялось 
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в математике еще очень долго. Достаточно открыть, 
например, сочинения Декарта, Ньютона и даж:е такого 
"чистого" логика, как Лейбниц, чтобы убедиться в 
этом» [49, с. 170--171]. 

Идея проникновеНИJI в логику поНJIТНJI алгориrма 
далеко не нова, но до сих пор не получила должной реа­

лизации. Обратимся к работе Владимира Александрови­
ча Смирнова [31], в которой он рассматривает генетиче­
ский метод построеНИJI научных теорий. Его ингересуют 
общие ПРИНЦШIЫ построеНИJI теорий, суть которых он 
видиr В следующем. 

«При генетическом nодходе отправляются как от 
исходного от некоторых налично данных объектов и 
некоторой системы допустимых действий над объек­
тами. В генетической теории процесс рассуждения 
представлен в "форме мысленного эксперимента о 
предметах, которые взяты как конкретно наличные"» 
[31, с. 423]. 

Задавшись вопросом «Существует ли вообще ак­
сиоматическое исчисление, полностью формализующее 
генетическую систему мышления?» [31, с.429], возмож­
ным ответом он считает логическое представление тео­

рин рекурсивных функций. 

«Но такой путь уточнения генетического метода 
построения научных теорий приводит нас к необходи­
мости расширить область логического и сделать пред­
метом изучения логики такие элементы, как действия, 
аналогично тому, как это имело место с отношениями, 

и такие формы мысли, как предписания и системы 
предписаний (алгоритмы). В этой связи ясно, что сис­
тема общерекурсивных функций (Шlи эквивалентные им 
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уточненuя, как НОРМШlЬНЫЙ алгорифмы Маркова, .маши­
ны Тьюринга и т.д.) являются логическими ФормШlUЗ­
.мами, т.е. фОРМШlи3МQМи, nредставляющими логиче­
ский процесс в широком смысле. В таком случае noд ло­
гическим мы noнимаем не только доказательство 
(обоснование одних высказываний посредством других), 
но и npoцecc сведения одНUX "cmpaтaze.м действия" к дру­
гим» [31, с. 430]. 

Истории науки убеждает в том, что генетический 
подход к построенmo теорий вовсе не экзотика, а имеет 
глубокие корни. 

«Если мы обратимся к истории, то увидим, что 
так же как и аксиоматический, генетический метод 
имеет дШlекую родословную. В частности, мы считаем, 
что метод "Начал" Евклида и дедуктивный метод Де­
карта ближе к генетической форме дедуктивного ме­
тода, чем к аксиоматической. 

Обращаясь к античному миру, - а в нем умозри­
тельный, дедуктивный метод был госnoдствующим, -
мы обнаруживаем не одну, а три концепции дедуктив­
ного метода, три теории доказательств: nnатонов­
скую, apuстотелевскую и евклидову. Первые две можно 
рассматривать как прототипы современного аксиома­

тического метода. Но концепция, nроводuмая в "Нача­
лах" Евклида, скорее является прототипом генетиче­
ского метода, чем аксиоматического, хотя впоследст­
вии "НаЧШlа" Евклида толховШlись в духе 
аксиоматического метода. Тот факт, что "НачШlа" 
Евклида не являются прототипом осуществления ак­
сиоматического метода, осознается рядом логиков и 
математиков. 
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... Для Евклида изучаемые геометрические объекты 
не имеют идеального существования. он не предписы­
вал геометрическим объектам идеального сущ.ествова­
нuя, как эmo делал Платон. 

Евклид исходит из элементарных объектов (точки, 
отрезки) и определенных операций, посредством кото­
рых образуются из nepвuчных эле.менmoв oбьeюnы meории. 
Постулаты и выражают 803МlXJICНOCmь осуществления оп­
ределеЮlЫХ onepaцuй» [31, с. 431-432]. 

В подтверждение этому напомним трактовку Евк­
лидом знаменитого пятого ПОС1)'лата. Мы привыкли к 
его современной формулировке: <<lJ плоскости через 
точку, не лежащую на данной прямой, можно провести 
одну, и только одну прямую, naраллельную данной». это 
утверждение о существовании прямой, УДОВ1Ie'IВОРJllOщей 
следУЮщему определению, ВЭJПOМУ из <<Начал». 

«Параллельные суть прямые, которые, находясь в 
одной плоскости и будучи продолжены в обе стороны 
неограниченно, ни с той ни с другой стороны между 
собою не встречаются» [26, с.14]. 

Оно не ПОС1)'лирует существования параллельных 
прямых. Мысль Евклида гораздо тоньше. Аксиому па­
раллельности он формулирует как аксиому построеНИJI 
неnaраллельных прямых. 

«И если прямая, падающая на две прямые, образует 
внутренние и по одну сторону углы, меньшие двух пря­
мых, то продолженные эти две прямые неограниченно 
встретятся с той стороны, где углы меньшие двух 
прямых» [26, с. 1 S]. 
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Если бы Евклид воспользовалСJl современной фор­
мулировкой аксиомы, то построение бесконечной ПРJl­
мой, параллелъной данной, никогда не бьmо бы завер­
шено. Поэтому он и задает ее именно в форме завер­
шаемого построения. Слова же nродолженные 
неогранuченно означают лишь то, что в самой аксиоме 
не постулируетсJl, на каком расСТОJlНИИ произойдет ис­
комое пересечение. Все упреки в адрес Евклида, что 
даlПlU им формулировка ПJIТOго постулата слишком 
сложна, совершенно не учитывают ее конструктивный 
характер. 

До сих пор логика развивалась как дескриптивная в 

своей основе, и лишь относительно недавно с возникно­
вением интуиционизма и конструктивного направления 

в математике бьm совершен отход от этого. Тем не ме­
нее, на наш ВЗГЛJlД, решенИJI, предлагаемые в рамках 

этих направлений, половинчаты. Они всего лишь поку­
сились на критерий истинности. от вечных платонов­
ских идей теперь требуют конструктивной истинности. 
КажущаяСJl новаторской трактовка импликации пресле­
дует очевидную цель - если конструктивно истинен ее 

антецедент, то конструктивно истинным должен быть и 
консеквент. Отсюда и ворох проблем, достаВШИХСJl в 
наследство от классической логики. 

ИСТОРИJI не знает сослагательного наклонения, но 
если бы ПЛатону и Аристотеmo не было свойственно 
пренебрежителъное отношение к измеНJllOщемуся миру 
явлений, и если бы последующие поколенИJI не были 
склонны столь послушно принимать все, что было ска­
зано их предшественниками, пусть даже и великими, то 

и будущее развитие науки и культуры могло бы пойти 
совсем в другом направлении. Нас бы сейчас не волно­
вали многие псевдопроблемы теорин множеств и ариф-
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метики - существовaниJI бесконечных множеств, полно­
ты и непротиворечивости (возможно, что теория мно­
жеств вообще не была бы создана, ибо она является по­
рождением платонистического взгляда на мир), а волно­
вали бы совсем другие проблемы, те, которые изучаются 
в рамках теории вычислимости - существования алго­

ритмов, их сложности и др. Но об этом можно только 
гадать, так как история не знает сослагательного накло­

нения. 



п. ИСТИНА В ЛОГИКЕ 

Классической логике. кроме неестественного поня­
ТИJI следованИJI. присущ еще один серьезный недостаток. 
Более двух тысяч лет над ней довлеет nроклятие исти­
ны. Авторитет этого поНJIТИЯ настолько высок, что все 
развкrие логики проходиг как бы в его тени. 

Традиционно считается. что человеческое познание 
направлено на открытие и постижение истины. Как 
только мы О11<рываем новую ИСТИНУ. мы фиксируем ее в 
предложениях языка. Дальнейшей задачей логики ста­
новиrcя ее сохранение и наиболее полное раскрытие. 
Именно в этом смысл теорем о непротиворечивости и 
поJПIоте логических исчислений. Всякий используемый 
способ рассуждения должен гарантировать, что истина 
не будет утерян&., и мы будем иметь возможность про­
никнуть во все ее закоулки. потенциально извлечь все ее 

следствИJI. Логику можно сравнить со священным сосу­
дом, который позволяет хранить и накапливать истину. 

передавая ее из поколеНИJI в поколение счастливым по­

томкам. Всякое обнаруженное противоречие можно 
сравнить с дыркой в этом сосуде. через которую может 
вытечь вся истина. Сами же логики - это жрецы истины. 
хранители священного сосуда. 

А.С.l<apпенко, давая обзор взглядов на предмет логики, 
mnuет: 

«Onределение предмета логики, данное Фреге, не­
обычайно красиво: "Логика есть наука о наиболее об­
щих законах бытия и истины". Может nоказаться 
удивительным, что такое nOHuмaниe логики npодержа-

91 



лось почти сто лет и с некоторой модификацией вошло 
в книгу У.КуаЙна "фWlософская логика ", где предмет 
логики определяется как систематическое изучение ло­
гическux истин» [18, с. 152]. 

Апофеоз преК1IOнеИИJI перед истиной в современной 
европейской культуре кратко, но пафосно выразил 
М.Клайн [21, с.18]: 

«Любая цивWIuзацuя, достойная так называться 
занимается поиском истин». 

Мораль сей деклараЦШI проста: цивилизация лишь в 
том случае может называться цивилизацией, если следу­
ет по пути познанИJI, указанному древними греками. 

За прошедшие ты�ячелeтиJI взгляды на истину пре­
терпели существенные измененИJI. Мы уже не считаем 
ее существующей вечно и неизменно, появились поня­
тия абсолютной и относительной истины, мы стали раз­
личать истинностные значеНИJI в зависимости от способа 
их установлеНИJl, в многозначной логике мы ввели до­
полнительные ИСТИННОС'Пfые значеИИJI и Т.д. Но каждый 
раз мы упорно продолжаем говорить о них - об истин­
ностных значениях. Можно рассматривать как анекдо­
тическую и в определенном смысле противоречивую 

ситуацию, когда логики ввели новое истинностное зна­

чение - неоnределенность, понимая под ним отсутствие 
истинностного значеНИJl. Существует устойчивая пара­
дигма сведеНИJI всех логических проблем к задаче опе­
рировaнИJI с истинностными значеНИJlМИ, к использова­

ншо старого проверенного ПОНJIТИЙного аппарата даже в 

тех случаях, когда пригодность его сомнительна. 

Можно сказать, что сами по себе понятия: истины и 
лжи нам совершенно безразличны. В определенное вре-
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мя они просто оказались очень удобны для характери­
стики предложений языка, полезных в познавательной 
человеческой практике. Правда, 'I)'T же бьmо замечено, 
что в некоторых СИ'I)'aциJlх использования эти понятия 

приводят к парадоксам, но в целом их полезность неос­

порима и сейчас. Эти понятия дают нам возможность 
формулировать утверждения о том, что может и чего не 
может быть. это важно, так как, изучая внешний мир, 
мы стараемся вместо первоначального хаоса увидеть в 

нем закономерную связь явлений, а не прос'I)'Ю игру 

случая. Всякий закон природы - это некоторый запрет 
на возможные состояния мира. В логике законы обычно 
предCТ8ВЛJПOТ формулами вида 'v'x(Ax~Bx). Эквива­
леКI1IЫМ образом мы можем переписать их как 
~3х(Ах&-,Вх). То есть смысл данного утверждения в 
том, что мир не может находиться в таком состоянии, в 

котором истинно утверждение Ах, но ложно утвержде­
ние Вх. Сам процесс познания можно представить как 
процесс отсечения, отбрасывания на теоретическом 
уровне тех состояний, которые мы считаем принципи­

ально неосуществимыми. Чем больше таких запретов на 
воэможны�e состояния мира мы обнаружим, тем больше 
мы будем знать о нем. С этой точки зрения возможен 
пересмотр целей познания, понимая под IDIМИ не от­

крытие истины, а накопление запретов на возможные 

состояния мира. это не просто игра слов с заменой од­
ного выражения другим. это изменение точки зрения на 
предмет, которое имеет далеко идущие последствия. 

Точку зрения на законы природы как на запреты� от­
стаивал К.Поппер. 

« ... количество позитивной информации о мире, со­
общаемой научным высказыванием, тем больше, чем 
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более вероятно его столкновение, обусловленное логиче­
скими основаниями, с возможными сингулярными вы­

сказываниями. (не зря же мы называем законы npuроды 
"законами": чем больше они запрещают, тем больше 
они говорят.)>> [28, с. 38]. 

«... закон сохранения энергии можно выразить в 
форме "Не существует вечного двигателя", а гunoтезу 
об элементарном заряде - в форме "Не существует 
иного электрического заряда, чем заряд, кратный эле­
ментарному электрическому заряду". Мы видим, что в 
такой формулировке законы npuроды можно сравнить 
с "nроскpunцuями ", шzи "запретами". Они не утвер­
ждают, что нечто существует шzи npoucходит, а от­
рицают существование чего-то. Они настаивают на 
несуществовании определенных вещей шzи положений 
дел, запрещая Wlиустраняя их. [28, с. 63]. 

Об этом же, но другими словами, roВОРиr 
А.Д.ЗакревскиЙ [14, с. 4]. 

«Исходя из общих соображений, естественно опре­
делить данные как некоторые сведения об отдельных 
объектах, а знания - о мире в целом .... данные пред­
ставляют информацию о существовании объектов с 
определенными комбинациями свойств (значении nри­
знаков), а знания - информацию о существующих в мире 
закономерных связях между признакам и, запрещающих 
некоторые другие сочетания свойств у объектов . 

... различие между данными и знаниями можно 
сформулировать так: данные - это информация о су­
ществовании объектов с некоторыми наборами 
свойств, а знания - информация о несуществовании 
объектов с некоторыми наборами свойств». 
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ДЛИ выражения запретов мы традициоlПlO прибега­
ем к ПОIUIТИЮ истиннос1И. Но дело в том, что запреты 
могут быть выражены и иными способами - КОJШЧесТ­
вellНЫe запреты, структурные запреты и пр. Одним из 
важных следствий изменеНИJI точки зрения, о котором 
мы говорили выше, зaкmoчаетсJl в том, что в этом случае 

основной задачей логики должно стать изучение форм 
выражения запретов в языке и способов рассуждений. 
которые позволяют регулярным образом nереходить от 
одНUX запретов к другим. Т.е. акцент переНОСИТСJl с по­
НJlТИJI истинности на ПОllJl1Ие запрета. Самоограничение 
логики изучением лишь истинностных запретов никак 

не обосновано. 
Рассмотрим классическую логику высказываний. 

Мы говорим, что формула A~B общезначима, если в 
каждом возможном мире, в котором иcmнна формула А, 
также будет ИС1Инна формула В. Т.е. облас1И истинно­
сти IAI и IBI формул А и В в теоретико-множественном 
смысле нахОДЯТСJl в отношении ВКJПOчеIlИJlIАI~IВI. Фор­
мулы А и В совместны, если существует такой возмож­

ный мир, в котором онн одновременно ИСТИIПIЫ, Т.е. 
теоретико-множественное пересеченне их областей ис­
ТИIПIОСТИ непусто IAlnIBI*e:I. Все основные семантиче­
ские поllJlТИJl классической логики можно выразить в 
терминах теоpemко-множественных операций с облас­
тями истинности формул, и запретыI также выражаютсJl 
в этих терминах. для общезначимой формулы А--+-В вы­
ражаемый ею запрет может бьпь представлен в виде 
IAlnl.BI=0, Т.е. не существует такого возможного мира, 
который одновремеlПlO принадлежиг областям ИCIИННOC'ПI 
формул А и .В. 

Одним из важнейших видов запретов в современной 
науке JlВЛJIЮТCJI количественные запреты. С их ПОМОЩЬЮ 
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выражаются законы многих наук, находя разнообразное 
применеlПlе в человеческой практике. Мы привыкли, 
что числа и операции с ними изучают в арифметике, ко­
торая по своей природе не ЯВЛJIется лоmкoй. никто не со­
биpaeICJI зroго опровepnпь. Речь идег о другом. 

Пусть у нас имеется стандартная модель классиче­
ского исчислеlПlJl высказываний M=<W,I.I>, где W - это 
множество возможных миров, а 1.1- функция приписы­
вания пропозициональным перемеlПlЫМ тех миров, в 

которых они истинны. Эra функция естественным обра­
зом может быть распространена на все формулы языка. 
И пусть у нас есть три формулы - А, В и С, области ис­
тинности которых IAI, IBI и ICI находятся в теоретико­
МНОжecIВeННЫХ OПIошеНИJlX, изображеЮIЫХ на следующем 
рисунке. 

Рис. 7 

в терминах теории множеств эти отношения можно 

записать как IAlnlBI*'2I, IAlnICI:;t:0 и IBlnICI=0. на языке 
логики высказываний это будет означать, что формула А 
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совмеС1На с формулой В и совместна с формулой С, но 
В и С несовмеCПIЫ. Допустим теперь, что площади на 
приведенном ниже рисунке пропорциональны количест­

ву элементов, содержащихся в этих множествах. Мы 
видим, что количественная оценка множества IAlnlCI в 
несколько раз превосходит количественную оценку 

множества IAlnIBI. Логический смысл данного факта, 
весьма ценного с познавательной точки зрения, состоит 
в том, что формула А гораздо сильнее связана с форму­
лой С, чем с формулой В. для выражения этого факта 
нам недостаточно оДIПfX лшпь теоретико­

множественных отношений между объемами множеств, 
а необходимо учитывать и мощности этих множеств, что 
является их неотъемлемой характеристикой. В случае 
конечных множеств - это просто количество состав­

ляющих их элементов. Оставаясь в рамках теоретико­
множественного nодхода в математике, мы можем 
рассматривать различные виды заnретов, выражаемые 

не только в виде теоретико-множественных операций 
с объeмaмu, но и операций с мощностями областей ucmwoю­
cmиформул. 

Кажется вполне естественным, что чем больше ин­
формации, содержащейся в модели, мы учтем, тем более 
тонкие отношения между формулами языка мы сможем 
проанализировать. В таком случае, почему логика не 
учитывает такой фундаментальной характеристики 
множеств как их мощность, которая имплицитно содер­

жится в определении каждой модели? 

Могут возразить, почему бы не изучать эти запреты 
просто в рамках теорий, сформулированных в языке 
доброй старой первопорядковой логики предикатов? 
orвeт довольно прост. Речь идет о природе логики и 
фундаментальных отношениях, которые в ней изучают-
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ся. Мощности множеств присyrcтвуют практически в 
каждой модели независимо от того, ЯВЛJIется ли она мо­
делью логики или некоторой прикладной теории. Другое 
дело, что мы должны изучать логическую компоненту 

количественных отношений, а не те отношеНИJI между 
числами, которые изучаются в арифметике. 



Х.КВАВТИТАТИВНАЯЛОГИКАQL 

Предложениая выше альтернативная логика ACL 
хоть и преДCТ8ВJU.Iет теоретический шrreрес, но все еще 
далека от конкретных прахтических приложеНИЙ. Аль­
тернативное отношение следования: лишь в том случае 

получиг право на существование, если будет продемон­
стрировано, что с его помощью можно построигь нетри­

виальные и практически полезные теорШl, которые най­

дут применение в современиой науке. Первым нашим 
шагом на этом пути станет построение квангитативной 

логики QL, отношение следования КОТОРОЙ будет опре­
ДeJIJlТЬCя не через сохранение ИСТИНИОСПlых значений от 

посьшок к зaкmoченшо, и не через вычислимость истин­

НОCПIого значения заключения по истинностным значе­

ниям посьшок, как в логике ACL, а через вычислимость 
количественной оценки заключения на основании коли­
чественных оценок nOCЬVloK. Построеншо ЭТОЙ логики и 
ее анализу будет посвящена оставшаяся часть книги. 

Фиксируем язык: 

1. Ум - множество ПРОПОЗlЩИональных перемен­
ных; 

2. &, у, ..., - логические связки. 

Определение множества пропозициональных фор­
мул PF - обычное. 

1. Varg»F; 
2. Если А, BePF, то ...,А, (А&В), (AvB)ePF; 
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з. Ничто другое пропозициональной формулой не 
JlВЛJlетсJl. 

Моделью нашего JlЗЫка будем называть тройку 
M=<W, 1.1, п>, где 

1. W - конечное множество возможных миров не­
которой мощности N (случай проиэвольной мощности 
множества W мы рассмотрим позже); 

2. 1.1- функция интерпретации пропозициональных 
переменных \.\:Var-+2w, сопостaвmпoщаи каждой пере­
менной р некоторое подмножество \p\~W (область ис­
ТШПIости); 

з. п- ФункЦИJI n:2w-+[O .. N], сопостaвruпoщая: каж­
дому подмножеству множества W число его элементов. 

Обычным образом распространием функцию 1.1 на 
множество всех формул: 

1. ,....,АI = W-IA\; 
2. 'А&В\ = IAlnIBI; 
з. IАуВI = IAluIBI. 

Как обычно, мы говорим, что формула А 3HQ14uмa в 
модели М, если имеет место IAI=W. Формула А логиче­
ски обще3НQ14uма, если она значима в каждой модели. 

По определению вводим связки: 

Def.7 А:::::>В =def ....,А уВ 
Def.8 А=В =def (А::>В)&(В:::::>А) 

Обратимся теперь к свойствам функции п. 
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Очевидно, что количественные оценки не которого 
множества n(u) и его дополнеНИJI п( -U) связаны между 
собой следующим образом: 

N.l n(-U) = п(W)-п(U) = п(W)-п(U) 

Количественную оценку объединения двух мно­
жеств n(UuV) на основании одних лишь оценок n(u) и 
n(v) мы можем вычислиrь лишь в том случае, если пе­
ресечение множеств U и V пусто, Т.е. Un V=0. 

N.2 n(UuV) = n(U)+n(V), если UnV=0 

из свойств N.1 и N.2 можно вывести, что в случае 
непустого пересечеllИJl U и V оценка n(UuV) зависит 
также от оценки n(Un V) и вычисляется следующим об­
разом: 

N.З n(UuV) = n(U)+n(V)- n(UnV) 

из npиведенных соотношений путем несложных 
рассуждений можно получить и другие: 

N.4 n(UnV) = п(U)+п(V)-п(UuV) 
N.5 п(Uu-U) = n(W)=N 
N.6 п(Un-U) = О 
N.7 n(u) = n(Un-V)+n(Un V) 

для любой конечной алгебры множеств, в том числе 
и для алгебры {IAI: А -формула классического исчисле­
ния высказываний}, свойств N.1 и N.2 оказывается дос­
таточно, так как все остальные операции этой алгебры 
выразимы через дополнение и объединение. 
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Теперь мы хотим определить на семантическом 
уровне О'П'lOшение квантитативного следования I11=A. 

Def.9 из множества формул Г={В), ... ,Bt} кванти­
тamивно следует формула А, если и только если суще­
ствует функция f:N' ...... N, которая во ВСJlКОЙ модели М 
позволяет на основании оценок n(lB)I), ... ,n(IBtl) вычис­
лиrь оценку n(IAI), Т.е. n(IAI)=f(n(IB)I), ... ,n(IBtl». 

{B\, ... ,BtHI=A (:) 3fVМ(М=<W, 1.1, п> =:) 

n(IAI)=f(n(IБ\I), ... ,n(IBtl») 

Def.10 Квантитативной выводuмостью будем на­
зывать выражение вида ГII-А, где А - формула, а 
r={B), ... ,Bt} конечное множество формул логики вы­
сказываний. 

Аксиоматизацию отношеНИJI квaнтиraтивного сле­
довании представим в виде набора квантитативных вы­
водимостей И правил перехода от одних квaнnrraтивных 
выводимостей К другим. Формулы, доказуемые в клас­
сической логике высказываний, будем обоэначагь по­
средством I-A. 

102 

Q.1II-Av-,A 
Q.2 {А, В, A&B}II-АvВ 
Q.З {А}II--,А 

QR.l I-A=B =:) {A}lI-В 
QR.2 ГII-А и {A}u&II-В =:) Гu&II-В 



Как и в случае логики ACL, ссылка на классиче­
скую логику вправиле QR.l позволила нам всего лишь 
дать компaкrнyю аксиоматизацию, но не J1ВЛJlе1'СJI оБJl33-
тельной. С равным успехом мы могли бы оставигь одно 
лишь правило QR.2, а QR.l заменить на несколько акси­
ом, соответствующих аксиомам булевой алгебры, по 
правилу: если А=В - аксиома булевой алгебры, то к на­
бору наших аксиом-выводимостей мы доб8.ВЛJIем две 
новые - {А}II-В и {B}II-A. 

Так как по нашему определению выводимости слева 

от знака 11- всегда стоит множество, мы будем опускать 
фигурные скобки и символ операции 06ъедннеНИJI мно­
жеств формул. Запись двух множеств формул через за­
ruпyю Г, 11. служит сокращением длJl rul1., запись двух 
формул А, В - сокращением ДЛJl {А, В} и т.д. 

Дадим определение доказательства в квантитатив­

ном исчислении. 

Def.l1 Доказательством в квантитативной логике 
QL наэЫВ8етсJl непустая конеЧИaJI последовательность, 
каждый из элемекroв которой J1ВJIJ1e1'CJI либо доказуемой 
формулой классического исчислеНИJI высказываний вида 
А=В, либо квантитативной выводимостью Q.1-Q.З, либо 
квaиmтaтивной выводимостью, полученной из преды­
дущих элемеlПОВ последовательности по правилам 

QR.I-QR.2. Доказанной считаетсJl квaнтиraтивНaJI выво­
ДИМОСТЬ, ЯВЛJIЮЩaJIСJl конечны~ элемекroм последова­

тельности. 

Квангитативную логику QL можно представигь и в 
виде системы натурального вывода. 
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Натуральиаи QN формулировка кваититативиой 
логики. 

Правила вывода: 

QN.l =)Ау...,А 
QN.2 А=)...,А 
QN.3 А, В, А&В =) АУВ 
QN.4 I-A=B =) (А =) В) 

Def.12 Квантитативным выводом из множества 
ГШIOтез Г формулы А в лоmке QN называется неnyстая 
конечная последовательность формул <А\, А2, ... , А.;>, 
каждая из которых либо принадлежит множеству Г 
(АjЕГ), либо получена из предыдущих формул последо­
вательности по одному из правил вывода QN.1-QN.4, 
либо классически эквивалентна одной из предыдущих 
формул последовательности, и конечным элементом по­
следовательности является формула А (Ak=A). 

Доказательство эквивалентности двух формулиро­
вок тривиально. Легко показать, что квантитативная вы­
водимость I11-A доказуема в QL, е. и т. е. в QN сущест­
вует вывод формулы А из множества гипотез Г. 

Следует обратить внимание на то, что логика QL 
является непосредственным обобщением логики ACL. 
Если в квантитативной логике QL ограничиться рас­
смотрением моделей M=<W, 1.1, п>, где множество W 
одноэлементно, то мы получим в точности логику ACL. 

Задавая семантику ДrUI логики QL, мы исходили из 
понятия модели ДrUI классической логики, чтобы иметь 
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возможность говорить о количественных оценках облас­
тей истинности формул. Можно дать определение КВ8Н­
тиraтивной модели QM ДЛJI логики QL без упоминания 
областей истинности. 

Квaнтиraтивной моделью нашего языка будем на­
зывать пару QM=<N, о>, где 

1. N - натуральное число; 
2. о - функция o:PF-+[О .. N], сопоставляющая каж­

дой формуле А некоторое натуральное число о(А) и 
удовлетворяющая соотношениям: 

• o(A&-,А)=О 
• о(-,А) = N-о(А) 
• п(А vB) = o(A)+n(B)-п(А&В) 
• I-A=B :=) п(А)=о(В) А=В - до-

казуемая в классической логике формула 

в этой модели мы говорим уже не о количественных 

оценках областей истИШlОСТИ формул, а просто о неко­
торых количественных оценках, удовлетворяющих оп­

ределенным соотноwениям. 

Покажем непротиворечивость логики QL. для ЭТОГО 
нам надо показать, что всякая доказуемая квантитатив­

ная выводимость обладает свойством квантитативного 
следования. 

Теорема о иепротиворечивости QL. Если rll-A, то 
rll=A. 

для начала проверим аксиомы Q.1-Q.З. 
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Q.l п(lА v...,A\) = n(\A\u\...,AI) = п(IАlu-IАI) = n(W). 

Q.2 n(IA vBI) = n(IAluIBI) = п(lАI)+n(IВI)-п(lАlnIВI) = 
п(IАI)+п(/ВI)-п(IА&В\). 

Q.3 n(I...,A!) = n(-IAI) = п(W)-п(А). 

Теперь про верим, что правила QR.I-QR.2 сохр8.НJIЮТ 
свойство квантитативного следовaниJI. 

Если r={B1, ... ,Bk}, то n(lr!) будет служить сокраще-
нием для < n(IB11), ... ,n(IBkl» 

QR.l 
1.\-А=В 
2·IAI=IBI 

модели 

3. n(\B\)=n(/AI) 

QR.2 
1. n(IA\) = f(n(lr\» 
2. n(IB\) = g(n(IA\),n(\&\» 
3. п(\В\) = g(f(n(\r\»,n(I&\)) 

-допущение 

- из определения 

- из определеНИJI n 

-допущение 

-допущение 

- из 1,2 

Покажем, что построенное исчисление нетривиаль­
но, т.е. существуют недокаэуемые квакгитативиые вы­

водимости. для этого достаточно привести пример кван­
титативной выводимости, не обладающей свойством 
КВ8.lП'lm!тивного следования. Самый простой пример­
это 011-Р. Так как множество Г пусто, то значение п(р) 
должно быть константным во всех моделях, что очевид­
ным образом не имеет места. 

Теорема доказана. 
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Следствие теоремы о иепротиворечивости. 

По ВСJlКОМУ доказательству ГII-А в логике QL мы 
можем сшrreэировать функцmo, котораи вычислиет ко­
личественную оценку области ИСТИlПlости формулы А 
на основании количествеНlПdХ оценок областей истин­
ности формул, входящих в г. эта функции JlВJlJlетсJI нe~ 
'IOрой cyпeprIOЭIЩИeЙ операций сложеНИJI и вычиI'8IIшI. 

Докажем рид теорем о наличии квантитативных вы­
водимостей. 

Лемма 2. Следующие квантитативные выводимости 
и правила перехода от одних квантитативных выводи­

мастей к другим доказуемы в логике QL. 

Т.l АII-А 
Т.2 I-A => (Г, АII-В => rll-B) 
Т.3 I-A=B => (ГlI-А => rll-B) 
Т.4I-А=В => (Г, В II-C => Г, AII-C) 
Т.5 Г, АII-В => Г, -.АII-В 
Т.б Г, -.АII-В => Г, AII-B 
Т.7 ГlI--.А => rll-A 
Т.8 rll-A => rll--.A 
Т.91--.А => (Г, AII-B => rll-B) 
Т.10 I--.(A&B) => А, BII-АvВ 
Т.11 А, В, AvBII-А&В 
Т.12 А, А&В, AvBII-В 
Т.13 А&В, -.A&BII-B 
Т.14 В, -.A&BII-A&B 
Т.151--.(А&В) => А, AvBII-В 
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Т.161-А ~ "-А 
Т.17 ГlI-А ~ Г, BII-A 

Т.l AII-A 
1·I-A=A 
2.АII-А 

Т.21-А ~ (Г, АII-В ~ ГII-В) 
+1·I-A 
+2. Г, АII-В 
3·I-Av-,A=A 
4. Av-,AII-A 
5·II-А 
6.ГII-В 

Т.3 '-А=В ~ (ГII-А ~ ГII-В) 
+l·I-A=B 
2.АII-В 
+3. ГII-А 
4.ГII-В 

-кив 
-ИЗ 1, QR.1 

-нзl 
-нз 3 по QR.l 
- ИЗ 4, Q.l по QR2 
- из 5, 2 по QR.2 

-нз 1 поQRl 

- нз 3, 2 по QR2 

Т.4I-А=В ~ (Г, в II-С ~ г, АН-С) 
+1·I-A=B 
2. AII-B - ИЗ 1 по QRl 
+3. Г, В "-С 
4. Г, А II-С -нз 2,3 по QR.2 

Т.5 Г, AII-B ~ Г, -,AII-B 
+1. Г, AII-B 
2. -,AII....,-,A 
3·I-Ae-,-,A 
4.-,АII-А 
5. Г, -,AII-B 

-Q.3 
-кив 
- из 2_ 3 по Т.3 
- нз 1, 4 по QR2 



Т.б Г, --.AII-B =::) Г, AII-B 
+1. Г, --.AII-B 
2.AII---.A -Q.3 
3. Г, AII-B - из 2, 1 по QR.2 

Т.7 I11---.A =::) ГII-А 
+ 1. rll---.A 
2.--.AII---.--.A -Q.3 
3. ГII-,--.А - из 1, 2 по QR.2 
4·I-A=--.--.A -кив 
5.ГII-А -из 3, 4 по Т.3 

Т.8 I11-A =::) Г11---.А 
+1. I11-A 
2. AII---.A -Q.3 
3.ГII---.А - из 1, 2 по QR.2 

Т.91---.А =::) (Г, AII-B ~ ГII-В) 
+1·I---.A 
+2. Г, AII-B 
3. r,--.AII-B -из 3 по Т.3 
4. ГII-В -изl,3поТ.2 

Т.I0 '---.(А&В) =::) А, BII-АvВ 
+ 1. '---.(А&В) 
2. А, В, A&BII-A vB -Q.2 
3.A,BII-АvВ -1,2 по Т.9 

Т.11 А, В, AvBII-А&В 
1. --.А, --.В, --.A&--.BII---.A v--.B -Q.2 
2. А, В, --.A&--.BII---.A v--.B -1 по Т.б 
3. А, В, --.(--.A&--.B)II---.Av--.B -из 2 по Т.5 
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4.1- AvB!!!-'(-,А&-,В) 
s. А, В, А vB II--.A v-,B 
6. А, В, А vB 11--.( -,А v-,B) 
7.I--.(-,Av-,B):; (А&В) 
8. А, В, AvBII-А&В 

Т.12 А, А&В, AvBII-В 

-кив 
- из 3, 4 по Т.4 
-из 5 по Т.8 
-кив 
- из 6, 7 по Т.3 

1. (AvB)&-,А, А&В, (А vB)&-,А&А&ВII-
11-«АvВ)&-,А)v(А&В) - Q.2 

2.I-«АvВ)&-,А)v(А&В) :; В - кив 
3. (AvB)&-,А, А&В, (AvB)&-,А&А&ВII-В - из 1,2 

поТ.3 
4. 1--.«АvВ)&-,А&А&В) - кив 
S. (AvB)&-,А, А&ВII-В - из 3, 4 по 

Т.9 
6. -,А, AvB, AvBv-,АII-(АvВ)&-,А - T.ll 
7. -,А, AvB, AvBv-,А, A&BII-B - из 6, 5 по 

QR.2 
8. I-A vBv-,А - кив 
9. -,А, AvB, А&ВII-В - из 7, 8 по 

Т.2 
10. А, А vB, A&BII-B - из 9 по 

Т.6 

Т.13 А&В, -,A&BII-B 
1. 1--.( А&В&-,А&В) - кив 
2. А&В, -,А&В, A&B&-,А&ВII-(А&В)v( -,А&В)­

Q.2 
3. А&В, ~А&ВII-(А&В)v(-,А&В) - из 1,2 по 

Т.9 
4. I-(А&В)v( -,А&В):;В - кив 
S. А&В, -,A&BII-B - из 3, 4 по 

Т.3 
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Т.14 B~ -,A&BII-A&B 
1. B~ -,( -,A&B)~ Bv-,( -,А&В)II-В&-,( -,А&В) 

T.l1 

Т.2 

Т.6 

Т.2 

Т.2 

2. 1- Bv-,( -,А&В) - К:И:В 
3. B~ -,(-,A&B)II-B&-,(-,A&B) - из 1~ 2 по 

4. B~ -,A&BII-B&-,( -,А&В) - из 3 по 

5.1- B&-,(-,А&В)=(В&А)v(В&-,В) - кив 
6. B~ ~А&ВII-{В&А)v(В&-,В) - из 4~ 5 по 

7.I-(В&А)v(В&-,В)=(В&А) - кив 
8. B~ -,А&Вl1-В&А - из 6~ 7 по 

Т.15 '-,(А&В) => A~ AvBII-В 
+1.1-,(A&B) 
2. A~ A&B~ AvBII-В 
3. A~AvB II-В 

T.l61-A => Н-А 
+1·I-A 
2.AII-A 
3·II-A 

Т.17 rll-A => Г~ BII-A 
+1. rll-A 
2. ,-...,(А&В&...,В) 
3. A~ B&-,BII-Av(8&-,B) 
4. 1- Av(B&...,B)=A 
5. A~ В&...,Вl1-А 
6. 1-,(8&-,B) 

-Т.12 
- из l~ 2 ПО Т.9 

-Т.l 
- из l~ 2 ПО Т.2 

-кив 
-из2поТ.10 
-кив 
-из 3~ 4 ПО Т.3 
-кив 
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7. В, ....,Щ-Вv....,В - из 6 по Т.10 
8. ВII-ВУ....,В -из 7 поТ.6 
9. BII-,(ВУ....,В) -из 8 по Т.8 
10. 1-,(Ву....,В)=(В&....,В) -кив 
11. ВII- В&....,В - из 9, 1 О по Т.3 
12. А, BII-A - из 3, 11 по QR.2 
13. Г, ВII-А - из 1, 12 по QR.2 

Лемма доказана. 

Теорема о полноте формулируеТСJl следующим об­
разом: если rll=A, то ГII-А. Покажем, что она не имеет 
места. В качестве контрпримера рассмотрим следую­
щую выводимость, JlВЛJIЮЩУЮСJl модификацией КОНТР­
примера из работы н.АлешиноЙ [47]. 

для простоты изложенИ.JI примем следующие со­
кращеНИ.Jl: A=p&....,q&....,r, B=...,p&q&....,r, С= ....,p&....,q&r. 

Очевидно, что I-....,(A&B), I-....,(A&C) и I-,(В&С). В 
этом случае {АуВ, АУС, BvC}II=A, так как в moбой мо­
дели M=<W, 1.1, п> будет иметь место 
п(А)=(п(АvВ)+п(АvС)-п(ВvС»/2. Но в силу следствИ.JI к 
теореме о непротиворечивости мы получили, что если 

имеет место выводимость {АУВ, AvC, BvC}lI-А, то 
Функция:, вычисляющая значение п(А) по значеНИ.JIМ 
п(АУВ), п(АуС) и n(BvC), представима в виде линейной 
комбинации операций сложенИ.JI и вычитаНИJl. для вы­
численИ.JI же оценки п(А) существенным образом требу­
етсJl операция деленИ.JI, которая невыразима через сло­

жение и вычитание. 

ДобавлеШlе нового правила вывода 
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'-,(А&В), '-,(А&С), '-,(В&С) => {AvB, AvC, 
BvC}II-А 

проблемы не реmиг. Легко показать, что существуют 
другие коmpпримеры, остающиеся недоказуемыми и в 

этом случае. 

'--,(А&В), '-,(А&С), I--,(A&D), '-,(В&С), I--,(В&D), 
I--,(C&D) => 

{AvB, AvC, AvD, BvC, BvD, CvD}II=A 

Вопрос о конечной аксиоматизации квантитативной 
логики остается открытым. В то же время отношение 
следования rII=A является рекурсивным. Доказательство 
этого имеет прямое отношение к решенmo так называе­

мой проблемы PSAT (Probabilistic SATisfiability) [55]. 
Первый вариант ее решения предложил еще Дж.Буль 
[51]. Суть его заключается в следующем. 

Пусть r={Bt, ... ,Bk}, и нас интересует ответ на во­
прос, имеет ли место следование rlI=A для некоторой 
формулы А. В силу выводимостей Т.З и Т.4 мы можем 
считать, что все формулы находятся в СДНФ, т.е. 

Bk=Bktv ... vBkr 

A=Atv ... vA, 

где Bij, Ar - элементарные конъюнкции переменных и 
их отрицаний. 
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Нас интересует ответ на вопрос, существует ли 
ФунКЦИJI f, для которой в произволь~ой модели выпол­
юrется равенство Цп(IВ\I), ... , n(lBkl»=n(IAI). 

В силу свойства N.2 для количественных оценок со­
поставим каждой элемеlП'8РНОЙ конъюнкции в СДllф 

свою числовую переменную и запишем следующую 

систему линейных уравнений инеравенств. 

n(IB\I)= XlI+ ... +X\n 

n(IBkl)= Xk\+···+XU 
n(lAI)= Xa\+.·.+Xu 

X\+ ... +x.n=N - где Х\, ... ,Хт соответствуют набору 
всех возможных элемеlП'8РНЫХ конъюнкций СДНФ. 

Теперь вопрос о следовaншt {B\, ... ,Bk}II=A сводкг­
ся к решению системы линейных уравнений, что реша­
ется стандартными методами линейной алгебры. 

Таким образом, вопрос об аксиоматиэации отноше­
ния квантитативного следов8ИИJI перемещается в плос­

кость поиска его конечной аксиоматизации. Аксиомати­
ка, представлеНН8JI нами, таковой не ЯВJlJlется. Является 
ли это непреодолимым преrurrcтвием для того, чтобы не 
заниматься вопросами квантитативного следования? 
Конечно же нет. Выше мы уже показали, что квантита­
тивные отношеНИJI между предложениями языка ЯВJIJI­

ются гораздо более тонкими, чем отношеНИJI, выразнмые 
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в булевой алгебре, и отказ от их изучеНИJI не может быть 
оправдан одним лишь отсутствием конечной аксиомати­

зации. ЗначеlПlе построеНИJI логики QL заключается в 
том, что на ее примере мы показали возможность опре­

деления ОПlоmеНИJI квaнтиraтивного следования без ис­
пользования понятия ИСТИlПlостных значений формул. 



XI. ОГРАНИЧЕННАЯ КВАНТИТАТИВНАЯ 
ЛОГИКАLQL 

в предыдущем параграфе, опредеЛЯJI семаtпИКY ло­
гики QL, мы предполагали, что фиксирован некоторый 
универсум рассужденWI мощности N и формулам языка 
сопоставляются принадлежащие интервалу от О до N 
количественные оценки их областей истинности. В не­
которых интересных случаях универсум рассужденWI 

может не иметь верхней оценки N, так как она может 
быть просто неизвестна. Если перевести это на язык ал­
геБры� множеств, то оперaцWI дополненWI может бьrrъ 
неопределена и вместо нее используется операЦWI отно­

сительного дополнеНWI. Нас будут интересовать алгеб­
ры множеств, которые замкнуты относительно конечных 

объединений UuV, конечных пересечений UnV и отно­
сительных дополнений u\ V. Такие структуры называют­
ся булевыми кольцами. проcтыM примером является 
семейство всех конечных множеств натуральных чисел. 

Так как дополнение любого конечного множества отно­
сительно множества всех натуральных чисел бесконеч­
но, то оно данному семейству не принадлежит. В то же 
время пересечение, объединение и относительное до­
полнение двух конечных множеств всегда конечно. эта 
структура отличается от булевой алгебры лишь тем, что 
не имеет единицы. Стоит добавить единицу, универ­
сальное множество, и мы сразу получаем булеву алгеб­
ру. Интерес к этой логике вызван ее пракrическими 
приложеНWIМИ к анализу ответов на запросы поисковых 

систем Интернет. 
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Фиксируем язык: 
1. Var - множество пропозициональных перемен­

ных; 

2. &, v, ...., - логические связки. 

QF - квантитативные формулы: 
I.V~QF; 
2. Если А, BeQF, то (А&В), (AvB), (A&....,B)eQF; 
З. Ничто другое квантитативной формулой не явля­

ется. 

Def.l 3 Nf - множество всех функций - количест­
венных оценок neNJF (N - множество натуральных чи­
сел), обладающих следующими свойствами: 

1. п(А&....,А)=О 
2. п(А&....,В) = п(А)-п(А&В) 
З. n(AvB) = п(А)+п(В)-п(А&В) 
4. '-А=В => п(А)=п(В) А=В - доказуемая 

в классической логике формула. 

Теперь мы хотим определить на семантическом 

уровне отношение квантитативного следования ГII=А. 

Def.14 Из множества QF-формул r={B1, ... ,Bk} кван­
титативно следует QF-формула А, если и только если 
существует фуНКЦИJI f:N'-+N, которая позволяет для 
любой количественной оценки neNf на основании 
п(вд,,,.,П(Вk) вычислить оценку п(А), Т.е. 
n(A)=f(n(B1), ... ,n(Bk». 
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{В., ... oВk}II=A <=> 3f'v'n(nE~F => 
n(IAI)=f(n(IB.I), ... ,n(IBkl») 

Def.IS Квaнrиraтивной выводимостью будем назы­
вать выражение вида rll-A, где А - QF-формула, а 
Г={В., ... ,Bk} конечное множество QF-формул логики. 

АксиоматизlЩИlO отношения квaнrиraтивноro сле­
довании представим в виде набора квантитативных вы­
водимостей И правил перехода от одних выводимостей К 
другим. Доказуемые формулы классической логики бу­
дем обозначап. посредством I-A. 

LQ.l II-A&-.A 
LQ.2 {А, В, A&B}lI-АvВ 
LQ.З {А, A&B}lI-А&-.В 

LQRII-A=B => {А}II-В А, В - QF-
формулы 

LQR.2 ГII-А => ({A}uL\II-В => ГuАII-В) 

Так как по нашему определению выводим ости слева 
от знака 11- всегда стоит множество, мы будем опускать 
фигурные скобки и символ операции объединения мно­
жеств формул. Запись двух множеств формул через за­
пятую Г, L\ служит сокращением для ГuL\, запись двух 
формул А, В - сокращением для {А, В} и Т.д. 

Дадим определение доказательства в квaнnпaтив­
ном исчислении. 

Def.16 Доказательством в квaнrитaтивном исчис­
лении LQL называетсJl непуcтaJI конечная последова-
118 



тельность, каждый из элементов которой ЯВЛJIется либо 
доказуемой формулой исчисления высказываний вида 
А=В, либо квантитативной выводимостью LQ.I-LQ.З, 
либо квантитативной вьmодимостью, полученной из 
предьщу~ элементов последовательности по прави­

лам LQR.I-LQR.2. Доказанной считается квamпrатив­
ная выводимость, являющаяся конечным элеменroм по­

следовательности. 

Покwкем непротиворечивость построенного исчис­
ления. для этого нам надо показать, что всякая доказуе­
мая квантитативная выводимость обладает свойством 
квaкrитaтивного следования. 

Теорема о иепротиворечивости LQL: если rll-A, 
то ГII=А. 

Для начала провернм аксиомы LQ.I-LQ.З. 

LQ.I п(А&-,А) = о. 

LQ.2 n(AvB) = п(А+п(В)-п(А&В). 

LQ.З п(А&-,В) = п(А)-п(А&В). 

Теперь провернм, что правила LQR.I-LQR.2 сохра­
няют свойство квaнnпaтивного следования. 

Если r={B\, ... ,Bt }, то п(г) будет слyжиrь сокраще-
нием для < п(вд, ... ,п(вt» 

LQR.l 
+l·I-А=В 
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2. п(В)=п(А) 

LQR.2 
+1. п(А) = f(п(Г) 
+2. п(в) = g(n(A),n(A» 
З. п(в) = g(f(п(Г»,п(А» 

- Def.l.4 

- из 1,2 

Покажем, что построенное исчисление нетривиалъ­
но, Т.е. существуют недоказуемые квантитативные вы­

водимости. для этого достаточно привести пример кван­
титативной выводимости, не обладающей свойством 
квантиraтивного следования. Самый простой пример­
это 011-Р. Так как множество Г пусто, то значение п(р) 
должно быть KOHcTaнrнЫM во всех моделях, что очевид­
ным образом не имеет места. 

Теорема доказана. 

Следствие теоремы о непротнворечивости. 

По всякому доказательству rll-A в логике LQL мы 
можем сингезировать фуНКЦlПO, которая ВЬNИСЛJIет ко­
личественную оценку формулы А на основании количе­
ственных оценок формул, ВХОДJIщих в Г. 

Лемма 3. Следующие выводимости и правила пере­
хода от одних выводимостей К другим доказуемы в ло­
гикеLQL. 
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Т.l I-АsВ => (ГII-А ::) rll-B) 
T.21-АsВ => (Г, В II-C ::) Г, AII-C) 
Т.3 I-...,A => (Г, AII-B ::) rll-B) 
Т.4I-...,(А&В) => А, BII-АvВ 
T.S А&В, ...,A&BII-B 
Т.б В, ...,A&BII-A&B 
Т.1 А, В, AvBII-А&В 
Т.8 А, А&В, AvBII-В 
Т.9 А&С, В&С, А&В&СII-(АУВ)&С 
Т.10 fll-A ::) Г, BII-A 

T.1I-АsВ => (г11-А => rll-B) 
+1·I-АsВ 

- из 1 по LQR.l 
+2. I11-A 
3.AII-B 
4. ГlI-В - из 2, 3 по LQR2 

T.21-АsВ => (Г, В II-С::) Г, AII-C) 
+1·I-АsВ 
+2. Г, BII-C 
3. AII-B - из 1 по LQR.l 
4. Г, АII-С - из 2, 3 по LQR2 

Т.3 I....,A => (Г, АII-В ::) ГII-В) 
+1·I....,A 
+2. Г, AII-B 
3·I-А&...,АsА 
4. Г, A&...,AII-B 
S. ГlI-В 

LQR2 

Т.4I....,(А&В)::) А, BII-АvВ 
+ 1. I....,(A&B) 

-из 1, кив 
-из 2, 3 по Т.2 
- из 4, LQ.1 по 
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2. А, В, A&BII-A vB -LQ.2 
3. А, BII-АvВ - из 1, 2 по Т.З 

Т.5 А&В, -,A&BII-B 
1. А&В, -,А&В, (A&B)&(-,A&B)II-

11- (A&B)v( -,А&В) 
2. I---.«A&B)&( -,А&В» 

-LQ.2 

3. А&В, -,A&BII- (A&B)v( -,А&В) 
Т.3 

- из 1,2 по 

4. I-В=(А&В)v( -,А&В) -кив 
5. А&В, -,A&BII- В 

Т.1 
- из З, 4 по 
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Т.6 В, -,A&BII-A&B 
1. В, B&(-,A&B)II-B&-,(-,A&B) -LQ.3 
2. 1- В&(-,А&В)=-,А&В - кив 
3. В, -,A&BII-B&-,(-,A&B) -из 1 2 по Т.2 
4. 1- В&-,( -,А&В)=А&В - кив 
5. В, -,A&BII-A&B - из 3, 4 по Т.l 

Т.7 А, В, AvBII-А&В 
1. А, A&-,BII-A&B 
2. I-(A vB)&-,В=А&-,В 
3. А, (AvB)&-,ВII-А&В 
4. AvB, (AvB)&BII-(АvВ)&-,В 
5·1-(АvВ)&В=В 
6. AvB, BII-(АvВ)&-,В 
7. А, В, AvBII-А&В 

Т.8 А, А&В, А vBII-В 
1. А&В, -,A&BII-B 
2·I---.А&В=(АvВ)&-,А 
3. А&В, (AvB)&-,АII-В 

-Т.6 
-кив 
- из 1,2 по Т.2 
-LQ.3 
-кив 
- из 4, 5 по Т.2 
-из 6, 3 по LQR2 

-Т.5 

-кив 
- из 1, 2 по Т.2 



4. AvB, (AvB)&AII-(АvВ)&-,А -LQ.З 
5.I-(АvВ)&А=А -кив 
6. AvB, AII-(АvВ)&-,А - из 4,5 по Т.2 
7. А, А&В, AvBII-В - из З, 6 по LQR.2 

Т.9 А&С, В&С, A&B&CII-(АvВ)&С 
1. А&С, В&С, A&C&B&CII-(А&С)v(В&С)' 

LQ.2 
2.1- А&С&В&С=А&В&С - кив 
З. I-(А&С)v(В&С)=(А vB)&C - кив 
4. А&С, В&С, A&C&B&CII-(АvВ)&С - из 1, 3 по 

T.l 

Т.2 
5. А&С, В&С, A&B&CII-(АvВ)&С - из 2, 4 по 

Т.l О rll-A ~ Г, BII-A 
+1. rll-A 
2. I--,(A&B&-,B) 
З. А, B&-,BII-A v(B&-,В) 
4. В, B&BII-B&-,B 
5·I-B&B=B 
6. BII-B&-,B 
7. А, BII-Аv(В&-,В) 
8. I-Аv(В&-,В)=А 
9. А, BII-A 
10. Г, BII-A 

Лемма докаэана. 

-кив 
-из2 по Т.4 
-LQ.З 

-кив 
- из 4, 5 по Т.2 
- из З, 6 по LQR.2 
-кив 
-из 7, 8 по T.l 
- из 1,9 по LQR.2 

Как и в случае логики QL, предложенная аксиома­
тика логики LQL не JlвляетсJl полной. Контрпример, по-
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строенный Д1IJI QL, одновременно ЯВJIJIется контрприме­
ром и для LQL. 

НаТУР8JIьиаll формулировка LQN ограниченной 
квaиrитaтивной логики. 

Правила вывода: 

LQN.l => А&...,А 
LQN.2 А, А&В => А&...,В 
LQN.3 А, В, А&В => АУВ 
LQN.4 I-A=B => (А => В) 

Def.17 Выводом I11-A из множества гипотез Г фор­
мулы А в квaнтиraтивной логике LQN называется не­
пустая конечная последовательность формул <А1, А2, ••• , 

А.;>, каждая из которых либо принадлежит множеству Г 
(АjЕГ), либо получена из предыдущих формул последо­
вательности по одному из правил вывода LQN.1-LQN.4, 
либо классически эквивалеН11lа одной из предыдущих 
формул последовательности, и конечным элемеlПOМ по­
следовательности JlВJlЯе1'Ся формула А (Ak=A). 

Доказательство эквивалеН11l0СТИ двух формулиро­
вок тривиально. Легко показать, что квантитативная вы­
водимость rll-A доказуема в LQL, е. и т. е. в LQN суще­
ствует вывод формулы А из множества гипотез Г. 



XII. ОБ ОТНОШЕНИИ ЛОГИКИ И 
ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Если открыть любой стандартный учебник по тео­
рии вероJIТНОстей, то с первых страниц читателю пред­

лагается много иллюстрирующих примеров из области 
явлеllИЙ, имеющих, по мненmo авторов учебников, ве­
РОJIТНОСТНУЮ природу. это - бросание монеты, бросание 
костей, вынимание белых или черных шаров из урны, 
стрельба по мишеням и пр. Чиraтеля изначально ориен­
тируют на BepoJIТНOCТНOe понимание излагаемой мате­
матической теории. Его знакомят с различными интер­
претациями теории. При классической интерпретации в 
основе определеНИJI вероJIТНОСТИ события лежит вьще­
ление всех возможных его исходов и тех исходов, кото­

рые считаются благоприятными. В качестве оценки ве­
РОJIТНОСТИ принимается отношение числа благоприят­
ных исходов к числу всех возможных. Например, при 
бросании кости число, делящееся на три, может выпасть 
в двух случаях из шести возможных. Поэтому вероят­
ность того, что выпадет именно такое число, вычисляет­

ся как 2/6. При бросании монеты BepOJIТНOCТЬ ТОГО, что 
выпадет решка оценивается как У2. При частотной ин­
терпретации вepoJIТНocть понимается как относительная 

частота появлеНИJI благоприятных исходов в бесконеч­
ном ряду испытаний. В этом случае, чтобы выпаденшо 
решки сопоставигь вероJIТНОСТНУЮ оценку, необходимо 
провести потенциально бесконечный ряд испытаний с 
подбрасыванием MoHeтыI. В основе субъективной интер­
претации лежит степень веры человека в то, что исход 
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соБытиJI будет тем, а не иным. Оценивать степени веры 
можно с помощью ставок при заключении пари. Если вы 
готовы сделать ставку 4 к 6 в пользу ТОГО, что при бро­
сании монеты выпадет решка, то ваша степень веры в 

это оценивается как 4/(4+6)=4/10. При логической ин­
терпретации вероятность сопоставляется не событиям, а 
предложениям языка и понимается как степень истинно­

сти предложеНИJl. Вычислить его можно, например, по­
строив таблицу истинности и посчитав отношение числа 
строк, в котором данное предложение истинно, к обще­
му числу строк в таблице. Есть и другие менее употре­
бительные интерпретации вероятности, на которых мы 
останавливаться не будем. 

Коль скоро понятие вероятности может бьm. интер­
претировано столь разными способами, должны сущест­
вовать некоторые общие свойства этого ПОНJIТИJI, кото­
рые одновременно присущи каждой из интерпретаций. 

Первое аксиоматическое определение ПОНJIТИJI вероят­
ности дал в 1933 году А.Н.Колмогоров [22]. Можно ска­
зать, что оно общепринято в теории вероятностей, хотя 
после Колмогорова предпринимались и другие успеш­
ные ПОIПdТКИ дать альтернативную аксиоматику [62, 63]. 
сравнительныIй анализ различных аксиоматик можно 
найти в [58, 59]. 

Напомним определение Колмогорова. 
Дано множество N, элементы которого называются 

элементарными событиями, и семейство его подмно­
жеств F. элементыI F называются случайными события­
ми. Также дана функция Р, сопоставmuoщая каждому 
элеменry А семейства F действительное число Р(А), на­
зываемое вероятностью события А. Тройка <О, F, Р> 
называется полем вероятностей, если выполняются сле­
дующие аксиомы. 
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K.l F является алгеброй множеств: 
B.l ОеР 
В.2 Если АеFи ВеР, то AuBeF, Af'"'\BeF и 

А\ВеР 
к.2 О ~ Р(А) ~ 1 
К.З P(O)=l 
К.4 P(AuB)=P(A)+P(B), если Af'"'\B=0. 

Необходимо сделать следующее замечание. Аксио­
мы к.2-к.4 не являются определением функции Р. это 
всего ЛШIlь ограничения, которым должна у довлетво­

рять каждая функция Р, которая рассматривается как 
сопоставляющая случайным событиям их вероятности. 

Практически вся теория вероятностей может бьпь 
выведена из этих аксиом. В частности, доказуемы сле­
дующие равенства. 

• Р(0)=0 
• P(AuB)=P(A)+P(B)-Р(Af'"'\В) 
• P(A)=P(Af'"'\B)+P(Af'"'\-В) 

Заметим, что 1 в аксиомах К.2 и К.З взята для опре­
деленного удобства, и на самом деле вместо нее можно 
взять любое другое положительное действительное чис­
ло. 

Как и следует ожидать от математической теории, 

теория вероятностей не постулирует существования ни­
каких вероятностных явлений. В первом параграфе сво­
ей ставшей классической книги [22, c.9-1 О] Колмогоров 
пишет: «Всякая аксиоматическая (абстрактная) тео­
рия допускает, как известно, бесконечное число кон­
кретных интерпретаций. TaKUМ образом и математи-
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ческая теория вероятностей допускает наряду с теми 
интерпретациями, из которых она возни1(Ла, так:нсе 

много других. Так, мы npuxодим к nРWlOжениям мате­
матической теории вероятностей к таким областям 
науки, которые не имеют отношения к понятиям слу­

чая и вероятности в собственном смысле этого слова». 

Запомним пока что эти слова и обратимся к тому, 
как относились и что думали по поводу теории вероят­

ностей Лейбниц и Буль, внесшие большой вклад в раз­
витие логики. Начнем с Лейбница, которого счиrают 
основоположником символической логики, и которому 
довелось жить как раз в то время, когда появилась тео­

рия вероJIТНОСтеЙ. Вот как характеризует отношении 
Лейбница к поНJIТИЮ вероJIТНОСТИ Н.И.Стяжкин [33, с. 
226-227]. 

«Нельзя не отметить пристального методологиче­
ского интереса Лейбница к категории вероятности. По 
его мнению, "игнорирование изучения степеней вероят­
ности - заметный дефект нашей логики". И он пыта­
ется устранить этот недостаток 1(ЛQCсическux логи­
ческих доктрин. ... У Лейбница в отличие от Декарта 
была уже вероятностная логика ("Об оценке недосто­
верного ''). В этой логике имелucь: непрерывная шкала 
вероятностей, nринциn индифферентности ("равно 
npиHuмaть в расчет равноценные гипотезы" - один из 
короллариев закона достаточного основания), опреде­
ление вероятности как меры знанuя, а maк:ж:e начатки 

учения об операциях над верояmнocmями». 

Не будет лишним еще раз напомнить, что в основе 
широко используемых в логике семalПИК возможных 

миров лежит спекулятивная идея, связанная с метафиэи-
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кой Лейбшща. Каждый возможный мир является внут­
реlDlе непротиворечивым и потому имеет шанс стать 

действительным миром. Действительный же мир - это 
наилучший из возможных. Orcюда и понимание им ве­
роятности как степени возможности. Совершенный ло­
гический язык нужен Лейбницу для того, чтобы матема­
тически точно описать все возможные миры и оценить 

их вероятности стать действительным миром. Понимая 
вероятность эпистемически, он считал необходимым ее 
логическое рассмоорение. 

Я.Хакинг [53] суммирует роль Лейбница в развитии 
понятия веРОJIТНости следующими словами. 

«Он [Лейбниц] не сделал никакого серьезного вклада 
в теорию вероятностей, но всегда интересовался этим 
предметом. На самом деле он был первым фWlософом 
вероятности. он был первым, кто настаивал, что тео­
рию вероятностей можно рассматривать как ветвь 
логики, сравнимую с теорией дедукции». 

Говоря об истории современной логики нельзя не 
упомянуть Дж. Буля, именем которого даже названа ал­
гебра, лежащая в основе классической логики. При отве­
те на вопрос, в каких работах он изложил свои основные 
результаты, обычно называют книгу «Laws of Тhought» 
(<<Законы мысли»). Однако, еСJDI обратиться к библио­
графии работ дiк. Буля, то такой книги мы не обнару­
жим. Зато мы обнаружим книгу под названием «Ап In­
vestigation of the Laws of Тhought, in which are Founded 
the Mathematical Тheories of Logic and Probabilities» 
(<<Исследование законов мысли, на которых основаны 
математические теории логики и вероJIТНОстеЙ»). Почти 
половина объема этой книги посвящены тому, что мы 
сегодня называем теорией вероJIТНОСтеЙ. Согласно Дж. 
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Булю, в основе теории вероятностей лежат законы мыс­
ли, Т.е. свои способы рассуждений, своя логика. 

«Буль более, чем кто-либо до него, осознал и исполь­
зовал тесную связь между логикой союзов not, ам, or и 
формальными свойствами вероятности. ... Как он счи­
тал, центральная проблема теории вероятностей за­
ключалась в том, чтобы получить вероятность неко­
торого события (это событие выражено как высказы­
вание) в терминах вероятностей других событий, 
каким-либо образом логически с ним связанных. ... В то 
время как Де Морган ограничивал себя рассмотрением 
умозаключений, в которых заключение является необхо­
димым следствием nосьиок (хотя эти nocЬUlКU могли 
быть лишь nравдоnодобны), в методе Буля никаких та­
ких ограничений нет» [54]. 

Именно в работах Дж. Буля на конкретных алгеб­
раических струюурах впервые была покаэана четкая 
связь логики и теории вероятностей. 

Всем нам известны в логике законы Де Моргана­
еще одного отца современной логики. Если задать во­
прос, как называется основной труд, который вышел из 
под пера Де Моргана, в ответ скорее всего назовут 
«Formal Logic». Однако, если обратиться к первоисточ­
нику, то окажется, что этот труд имел подзаголовок 

«Тhe Calculus ofInference, Necessary and ProbabJe». 
В данном случае для нас наибольший интерес пред­

ставляет не то, что Лейбниц, Буль и Де Морган обратили 
внимание именно на понятие вероятности, а то, что они 

допускали возможным устанавливать логические отно­

шения между предложениями языка исходя из их коли­

чественных оценок. При этом мы ни коем случае не со-
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бираемся зачислять их в основополо~ки многознач­
ныхлогик. 

СовремеЮlЫЙ этап развития логики, начавшийся в 
XIX в. и получивший бурное продолжение в ХХ-м, бы 
связан, прежде всего, с потребностями математики, в 
которой теория вероятностей оказалась всего лишь од­
ной из дисциплин - частным случаем теории меры. Ее 

призванием считалось служить инструментом ДЛJI опи­

сания и изучения определенного круга явлений - веро­
ятностных явлений. Именно поэтому все учебники тео­
рии вероятностей и начинают с многочисленных прак­

тических примеров, имеющих целью развить у читателя 

требуемую вероятностную ИИ1)'ицию. При этом совер­
шеЮlО упускается из вида ее отношение к логике. 

Ненормальность сложившейся сmyации почувство­
вали многие исследователи и стали по-своему выражать 

отношение к этому. Появились раБотыI с такими назва­
НИJlми как «Probability ТheoyY as Logic» [56], <<Probability 
Theory: Тhe Logic ofScience» [57], <<llow Does Probability 
Тheoyy Generalize Logic?» [61] Если обратиться к сети 
Интернет, то можно обнаружить множество ссылок на 
эти и подобные им раБотыI' что говорит о распростра­
неЮlОСТИ данной точки зрения. Связано это в первую 
очередь с тем, что для продуктивного развития науки и 

ее приложений требуется получение разнообразных ко­
личественных оценок, чего обычная логика сама по себе 
не дает. По сути дела в этих работах идет речь не о при­
кладной важности теории вероятностей, которая бес­
спорна и которую никто не собирается оспаривать, а об 
особом статусе теории вероятностей. Теория вероятно­
стей, согласно взглядам авторов этих работ, - это не 
просто одна из математических теорий, а совокупность 
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особых и необычайно эффективных способов рассужде­
ний, что роднит ее с логикой. 

Приведем одно ииreресное набmoдеlПlе над O'IНO­
шеlПlем логики и теОрlПl вероятностей, которое достой­
но размышлений. Универсальная природа логики тако­
ва, что при доказательстве ее метатеорем в метаязыке 

мы также используем логику. Логика присутствует од­
новременно в языке и в метаязыке. Если обратиться к 
теории множеств, то, доказывая ее теоремы, мы не ис­

пользуем теоретико-множественных свойств объектного 
языка, и в этом смысле теория множеств не выступает 

метаязыком по отношенmo к себе. Замечательное свой­
ство теории вероятностей зaкmoчается в том, что в ней 
имеется ряд глубоких теорем, при доказательстве кото­
рых в качестве метаязыка также необходимым образом 
используется теория вероятностей. это теоремы о так 
называемых критерИJIX прИНJIТИJI ГШlотез. 

Поясним это на следующем примере, который в об­
щем виде передает суть многих критериев ПРИНJlТИJ[ ги­

потез. Пусть даны два случайных соБытиJI S, V, и нас 
ииreресует, находятся ли 01Пl внекотором отношеlПlИ 

H(S,V). Доказывается, что из исТИIПIОСТИ H(S,V) следу­
ет, что с большой вероятностью ~l-a (ДЛJI достаточно 
маленького а) эти соБы1иJl должны находиться в опре­
деленном O'IНошении (j)(S,V), которое может быть про­
верено эмпирически. Если теперь путем единичной эм­
пирической проверки ВЫJlСНИТСJl, что имеет место 

~(j)(S,V), то отсюда следует, что с вероJIТНОСТЬЮ ~l-a 
имеет место -,H(S,V). В виде правила это можно запи­
сать следующим образом. 
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H(SS)::> Р(<р(S,V»~l-а, ~<р(S,V) ::) P(...,H(S,V»~l­
а 

Так вот интересно ТО, что это правило недокаэуемо в 
объектном JlЗыке. ДлJl его доказательства необходимо 
пос1роить специальное веРОJl'Пlостное пространство, 

хараперизующее отношение не событий S и V, которые 
поименованы термами объектного JlЗыка, а соБЬПИJI 
H(S, v) и <p(S, V), термы ДЛJI именования которых суще­
ствуют в метаязыке. 



XIH. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И 
ЛОГИКАЛУКАСЕВИЧА 

Стоит обратить внимание на то, что многие количе­
ственные СООПlошеНИJl, характерные ДJIJI теории вероят­

ностей, совершенно независимо от нее обнаруживаются 
и в логике. Складывается такое впечатление, что они 
гораздо более универсальны, чем это можио было пред­
положить. 

Многие годы большой интерес к себе вызывает ло­
гика Лукасевича. В 1920 г. появилась трехзначная логи­
ка Лукасевичв, а в 1922/1923 он же обобщил ее до ко­
нечнозначного случая [60]. В настоящее время при­
стальное внимание к себе вызывает ее следующее 
бесконечнозначное обобщение. 

Напомним определение этой логики [20]. Матрица 
вида ML=<[O . .l], -, ..... , {1}> называется бесконечнознач­
ной матрицей Лукасевича, где - есть унарная операция 
отрицания, а ..... есть бинарная операция импликации, 
определенныe на множестве [0 .. 1] следующим образом: 

L.l-x= l-х 
L.2 х ..... у = min(1,I-x+y). 

Операции конъюнкции и дизъюнкции в виде макси­
мума и минимума можно ввести по определению: 
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Мы помним, что в классической логике коН'Ьюнк­
ЦIПO и дизъюнкцию можно определиrь и другим эквива­

лекrным способом. В логике Лукасевича такая эквива­
лекrность не имеет места, но сами операции представ­

ляют определенный интерес. 

L.5 х#у = ~x~y = min(l,x+y) 
L.6 х&у = ~(x~y) = ~~x#-y) = max(O,x+y-l) 

Так как операции # и ~ определимы друг через дру­
га, т.е. x~y = ~x#y, то в качестве исходной матрицы для 
бесконечнозначной логики Лукасевича мы могли бы 
взять ML=<[O,l],~, #, {l}>. Точно так же в качестве ис­
ходной матрицы МОЖНО взять ML=<[O,l], ~, &, {l}> и 
определить импликацию посредством x~y = ~x&~y). 
Определить же импликацию Лукасевича посредством 
операций, вводимых определеНИJlМИ L.l, L.З и L.4, не­
возможно. 

Чем интересны операции # и &1 Оказывается, они и 
определимые через них л и v имеют непосредственное 
отношение к теории вероятностей. 

Пусть дано вероятностное пространство <О, F, Р> и 
два произвольных события А и В, которым сопоставле­
ны вероятности Р(А) и Р(В). Больше ничего об этих со­
бытиях мы не знаем. Требуется ответить на вопрос, ка­
ковы вероятности событий Af"'IB и AuB1 Дать одно­
значный ответ мы не можем, так как не знаем, в каких 

еще отношениях находятся события А и В. Единствен­
ное, что мы можем, - это рассмотреть возможные пре­

дельные случаи и указать наименьшую верхнюю и наи­

большую нижнюю грани для Р(Af"'lВ) и P(AuB). 
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Рис. 8 

BepXНJUI граница для P(AnB) не может преВЬШllrгь 
тin(Р(А),Р(В» и достигается лишь тогда, когда одно из 
событий включено в другое, Т.е. A~ или ~. 

для определеНИJI нижней границы мы должны рас­
смотреть два случая, когда P(A)+P(B~l и когда 
Р(А)+Р(В)<l. В первом случае P(ArlB)~(A)+P(В)-l, а 
во втором P(AnB)~O. Если свести это к одному соотно­
шеlDПO, то Р(АnВ)~ах(О,Р(А)+Р(В)-l). 

Ес./Ш теперь посмотреть на определение операций л 
и &, то мы можем записать следующие неравенства. 

[Р(А)]&[Р(В)] ~ Р(ArlВ) ~ [Р(А)]л[Р(В)] 

Легко получить двойственные соотношения. 

[Р(А)]v[Р(В)] ~ P(AuB) ~ [Р(А)]#[Р(В)] 
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Таким образом, мы можем рассматривать бесконеч­
нозначную логику Лукасевича как теорию верхних и 
нижних границ ДJIJI сложных собьпий теории вероятно­
стей. Заметим, что приведеЮlые выше неравенства 
именно так и используются во многих вероятностных 

логиках с интеРВ8ЛЫПdМИ оценками. 

В последнее время появилось расширение логики 
Лукасевича, именуемое prоduсt-логика Лукасевича. Она 
получается добавлением в матрицу еще одной опера­
ции., интерпретируемой посредством произведения х и 
у. Интересно ТО, что этой операции в теории вероятно­
стей также соответствует своя оценка - оценка пары не­

зависимых соБЫГИЙ. 



XIV. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И 
КВАНТИТАТИВНАЯ ЛОГИКА 

Представим на минуту, что мир вдруг изменился и 
стал а6соJПOТНО детерминированным. В нем исчезли те 
явления, которые мы обычно называем вероJIТНОСПlЫМИ, 
исчезли азартные игры, закрылись казино, исчезли, ра­

зумеется, и вероятностные логики. Теория меры в мате­
матике сохранится, так как она имеет много других при­

ложений. А вот будет ли смысл сохранить ее раздел, из­
вестный под названием теорин вероятностей? Т.е. 
останутся ли у этой теории хорошие интерпретации в 
мире, все соБытиJI которого строго детерминированы? 
ПоНJIТНО, что хоть какую-нибудь интерпретацию этой 
теории всегда можно найти в силу ее непротиворечиво­
сти, а вот можно ли будет найти интересную интерпре­
тацию? Оказывается, да. 

Если взять конечную модель для логики высказыва­

ний M=<W, 1.1, п>, то на ее основе мы можем построить 
поле вероятностей <О, F, Р>, где 

Q=W 
F = {\AI: А - формула языка логики высказываний} 

P(IAI) = n(IAI) 

Легко проверитъ, что ДЛJI так определенного поля 

вероятностей ВЫПОЛНJПOтся аксиомы к.l-К.4. 

К.1' F ЯВЛJIется алгеброй множеств: 
В.! W=IAv-,АlеF 
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В.2 Если IАlеFи IBleF, то IAluIBI=IAvBleF, 
IAlnIBI=IA&BleF и IAI\IBI=IA&...,BleF 

К.2' О ~ P(IA!) ~ n(w) 
к.з' P(W)=n(W) 
к.4' P(IAluIBI)=P(IA!)+P(IBI), если IAlnIBI=~. 

При желании, аксиомы к.2· и к.з' легко привести к 
стандартному виду. для ЭТОГО достаточно переопреде­
лить функцию Р следующим образом 

P(IAI) = n(IAI)/n(W) 

Таким образом, мы получили, что теория вероЯПIО­
стей в ее общей части ЯВJIJIется теорией количественных 
оценок областей истинности формул классической логи­
ки высказываний и в определешlOМ Сl:fысле является ко­
личественным напарником стандартной булевой семан­
тики. При этом оказывается, что все основные отноше­
НИJI между объемами множеств, которые используются 
при задании стандартной семантики классической логи­

ки, выразимы в языке теории вероятностей. 

• IAI=W (:) P(IAI)=l 
• IAI~IBI (:) P(IAlnIBI)=P(IAI) 
• IAlnIBI~~ (:) P(IAlnIBI»O 

Можно подумать, что ничего нового мы не получи­
ли, а всего лишь пришли к давно известной логической 

интерпретации теории вероятностей. Да, подумать мож­
но, но это не так. Важно не только то, что мы формально 
получили в результате, но и мотивация наших действий, 

которая привела к конечному результату. Дело в том, 
что мы не ставили себе цели дать логическую интерпре-
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тацию теории вероятностей и не ориентировались на 
построение теории JlВЛений, имеющих вероятностную 

природу. мы вообще предположили, что все явлении 
мира строго детерминированы, И, тем не менее, обнару­
жили неразрывно связанную с логикой cтpyкrypy, ив­

ЛJlЮщуюся естествениой моделью аксиом теории веро­
ятностей. Теперь мы просто не имеем права, рассуждая: 
о логике, не учиrыватъ присущие ей количественные 
СОOПlошении. 

Вполне естествениым желанием является опреде­
лить OПIоmение квантитативного следования. Можно, 
конечно, поЙПI по стандартному пути и дать следующее 
определение: 

В\, ... ,ВII II=А (:) IB\ln .. .I1IВlllъ;;IАI (::) 
P(IB\ln ... nIBIII)=P(IAlnIB\'n ... nIBIII) 

В этом случае мы просто сводим квaиrитaтивное 
следование к обычному, тepJIJI всю специфику количест­
венных оценок формул. Поэтому перефразируем приве­
денную Bыme циraтy слов Хэйлпирена о дж. Буле сле­
дующим образом. Центральная проблема логики, БQ3U­
рующейся на количественных соотношениях, 
заключается в том, чтобы получить количественную 
оценку некоторой формулы в терминах количествен­
ных оценок других формул, каким-либо образом с нею 
связанных. Но «получить количественную оценку неко­
торой формулы в терминах количественных оценок 
других формул, каким-либо образом с нею связаннЫХ» в 
точности означает, что требуется связать функциональ­
ной связью количественную оценку некоторой формулы 
с количественными оценками других формул так, чтобы 
была возможность вычислить эту оценку. 
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Именно такое определение следоваНИJI для кванти­
тативной логики QL мы и дали в предыдущих парагра­
фах. 

При переходе от конечных к бесконечным модеЛJIМ 
мы можем пойти по ставшему тр8дициоluIыM nyrи 
обобщеНИJI случая конечных моделей. Чисто формально 
мы ничего не теряем, но становится непоНJIТНО, о каких 

количественных оценках областей ИCПIННOC'IИ формул 
может ЦЦIИ речь, ес.ли ЭIИ oблacm бесконечны? 

Определенную подсказку в этом случае нам может 
дать частотная интерпретация вероятности Мизеса [25]. 
для него вероятность соБЬПИJI - это «предел относи­
тельной частоты его осуществления в бесконечной се­
рии испытаний» [15]. Он прИЮlмает всего две аксиомы. 
Первая, аксuoма cxoдuмocти, постулирует, что OПIоси­
тельная частота осуществления события имеет предел. 
Вторая, аксиома иррегулярности, требует, чтобы после­
довательность испытаии:й имела случайный характер. 
Даже если событие может иметь всего два исхода, как, 
например, бросание монеты или вытаскивание из ящика 
с черным и белым шаром одного из них, требуется бес­
конечная серия испьrraний, чтобы опредeлиrь вероят­
ность того или иного исхода. Легко показать, что оnpe­
делеlПlая таким образом вероятность удовлетворяет ак­
сиомам Колмогорова. Таким образом, отличие 
определения Колмогорова от определения Мизеса за­
ключается в том, что в первом случае свойства фУНIЩИИ 
р задаются аксиоматически, а во втором - операцио­
нально с использованием математической теории преде­

лов. 
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В случае бесконечных (счетных) моделей мы можем 
поступить следующим образом. Пусть W - счетное 
множество возможных миров, а S=<Wl,W2",,> - некото­
рое их УПОРJIДочение по типу Ф. для каждого на1Ураль­
ного n пусть So будет начальным сегмеlПOМ <Wl,W2,,,,, 
W";> последовательности S. ДJm каждой пропозицио­
нальной переменной q нашего языка пусть N(q,n) будет 
числом миров последовательности Sn, В которых она 
истинна. Количественная оценка Р( q) переменной q оп­
ределяется следующим образом: 

P(q) = 6ш_ N(q,n)/n 

Легко проверить, что для определенной таким обра­
зом количественной оценки справедливы аксиомы Кол­
могорова К.I-К.4. 

Очевидно, что величина приписываемой оценки бу­
дет зависеть от конкретного УПОРJIДочения множества 

W, которое должно быть включено в понятие модели 
M=<W,I.I,S> вместо функции количественной оценки п. 
Например, если в качестве множества W взять множест­
во всех натуральных чисел с естественным порядком на 

нем, то относительная частота четных чисел будет равна 
0,5. Но это лишь ОДИН ИЗ возможных порядков. Мы мог­
ли бы переупорJIДОЧИТЬ натуральные числа таким обра­
зом, чтобы четные числа встречались с частотой 0,3 или 
0,003. Чтобы не зависеть от конкретного ПОРJlДка, а от­
талкиваться лишь от вероятностной природы изучаемых 
событий, Мизес требует выполнения аксиомы иррегу­
лярности последовательности испьrraнИЙ. Возможно, 
что именно этот пункт и является точкой содержатель­

ного, но не формального расхождения теории вероятно­
стей и теории количествеlПlЫХ оценок областей истин-
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ности формул. С логической точки зрения, нам не тре­
буется, чтобы порядок на множестве возможных ми­
ров был иррегулярным. В зависимости от конкретной 
задачи мы можем быть заинтересованы в той или иной 
его регулярности. Например, при переборе слов некото­
рого алфавита мы можем упорядочить их лексикографи­
чески, определяя в зависимости от этого относительные 

частотыI слов с требуемыми свойствами. ТеорИJI вероят­
ностей по своей содержательной сути в данном случае 
будет неприменима, а равносильная ей теоРИJI количест­
венных оценок может быть применена. 



ху. КАТЕГОРВblЙ АНАЛИЗ 
АЛЪТЕРНАТИВНОГОСЛЕДОВАНИЯ 

в конце параграфа, посвященного альтернативному 
>пределению логического следования, мы показали, ЧТО 

>но имеет чисто функциональное представление. При 
rIоследующем построении логик ACL, QL и LQL логи­
qеские связки задавались посредством операций на 06-
JI8CТJIX определеНИJI и значенИJI функций, СОПОcтaвJIJlе­
мых формулам языка. В случае ACL это были булевы 
операции, в случае QL и LQL - операции с числами. Но 
это не единственно возможный способ определеНИJI ло­
гических связок. Если природа функционалыпdx соот­
ношений и предметной области никак не специфициро­
ваны, а именно этот случай и должен в первую очередь 
интересовать логиков, СВJlЗки могут быть проинтерпре­
тированы в терминах операций над ФУНКЦИJIМи. В этом 
случае наиболее подходящим для анализа матемаmче­
ским аппаратом JIВЛJIется теОРИJI категорий. Нашей зада­
чей будет определение свойств, которыми обладает ка­
теГОРИJI, соответствующая логике альтернативного сле­

дования. 
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Фиксируем язык логики. 
1. Var - множество пропозициональных пе­

ременных; 

2. &, v - логические связки; 
3. ), ( - скобки. 

Определение множества формул Frm - обычное. 



Пусть Val = {О,l} VII' - множество ПРИIПlСываниА ис­
тшпIocтных значений ПРОПОЗlЩИональным переменным 
нашего языка, обычным образом pacnpoCТPaRJIeMoe на 
все формулы языка. 

Согласно определеншо альтернативного следова­
НИJI. из множества формул Г={В1, •••• Вп} следует форму­
ла А. если и только если существует такая булева функ­
ЦИJI f:{O.l}n~{O,l}, котораи: позволяет для: npoизволь­
ного приnисываНИJI veVal на основании оценок 
v(Вд .... ,v(ВJ вычислиrь оценку v(A), Т.е. 
v(A)=f(v(Bt> •...• v(ВJ). 

{Bt, ... BnHI=A (:) 3fVv(v(А)=f(v(вд, .. ,v(ВJ) 

ВСJIКой формуле А может бьrrь сопоставлена неко­
торая булева фуНКЦИJI A:Val ~ {О.l}. определяемая ус­
ловием A(v)=v(A). 
С учетом этого наше определение альтернативного сле­
дования примет иной вид: 

в силу универсальной квантификации его можно 
записать еще проще: 

При таком представлении пропозициональныM пе­
ременным сопоставляются уже не сами истинностные 

значеНИJl. а некоторые функции на них. Природа истин­
ностных значений никак не специфицирована. Множе­
ство Val. на котором определены функции А, В1 ... , Вп, 
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может пониматься как множество возможных состояний 

мира, но сама природа описания этих состоJIНИЙ не важ­
на. это могут быть описанИJI в булевых, числовых. гео­
метрических и прочих терминах. Независимо от кон­
кретной специфики логика определяет правила перехода 
от одних описаний состоJIНИJI мира к другим. 

Так как apГYMeИThI ФУНКЦИИ f(В1 .... Ва) упорядочены. 
представим их в виде кортежа <В1, .. ,В..>, и тогда наше 
определеЮlе примет следующий вид: 

Теперь мы можем выразить наше определение на 
JlЭыке диаграмм. Из множества формул {B], .. ,B,J следу­
ет формула А, если и только если существует такая 
функцuя/, что следующая диаграмма коммутативна: 

f 

VaI 
Рис. 9 

Обратим внимание на совпадение областей опреде­
ленИJI функций, которые мы сопоставляем формулам 

логики альтернативного следованИJI. На области значе-
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нин этих ФунlЩИЙ НИJ(8l(ИХ ограничений не налагается, а 
вот облас'IИ их определения должны совпадать. 

Следующая наша задача - переформулировать оп­
ределение альтернативного ОТНОUIения следованин на 

JlЭыке теории категорий. но прежде необходимо напомниn. 
само определение юпегории. 

Def. 18 Категория С состоит из: 
• Объекroв obj(C)= а,Ь,с, ... 
• Стрелок аЩС)= f,g,h, ... 
• Каждой из стрелок f сопоставлены два 

объекта dom(f) и cod(f). Запись f:a~b означает, 
что dom(f)=a и cod(f)=b. 

• для любых двух стрелок f:a~b и g:b~c 
существует стрелка gof:a~c, называемая их ком­
позицией. 

• Каждому объекту а сопоставлена стрелка 
1.:a~a, называемая единичной. 

• для любых трех стрелок f:a~b, g:HC, 
b:c~ имеет место закон ассоциативности 
ho(gof)=(hog)of. 

• Для любой стрелки f:a~b имеют место 
равенства l bof=fol.=f. 

Примером конкретной категории JlВЛяется категория 
Set, объекты� которой - множества, а стрелки - функции 
между ними. ЕдIПfИЧНая стрелка 1. - это тождественная 
функция на а. Во избежание двусмыслешfOСТИ уточним, 
что под теоретико-множественной функцией f мы будем 
понимать тройку f=<a,b,R> где R~axb - ОТНОUIение ме­
жду множествами а и Ь, такое, что 
'v'xea3!yeb«x,y>eR). Множество а называется обла­
стью определения функции f, а множество Ь - областью 
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ее значений. Множество f(a)={yI3x«x,y>eR} называет­
ся f-образом множества а. 

для аналиэа следовaииJI нас в первую очередь будет 
интересовать не сама категорИJI Set, а оnpеделеннaJI с ее 
помощью относиreльНaJI категорИJI SetTV, объектами 
которой JПUIJIIOТCJI все функции с фиксированной обла­
стью определеНИJI v. Если даны два SettV-ООоьекта 
g:V-+Ь и h:V-+с, то Settv-стрелками из g в h будут все 
такие функции f: Ь-+с категории Set, дли которых вы­
полИJIется равенство h=fog, Т.е. коммутативна следую­
щая диаграмма. 

b~c 
gVh 

V 
Рис. 10 

Легко проверить, что Settv действительно явля:ется 
категорией. Посмотрим, как в ней выгЛJIДJIТ cтaндapтныe 
категорные конструКЦЮl. 

Def.19 Произвольная стрелка f: а-+Ь называется изо­
стрелкой, если существует стрелка g:b-+a, такая, что 
fog=1b И gof=1 •. 

в случае категории Set изо стрелки - это биекции 
двух множеств. два объекта а и Ь называются изоморф­
ными, если существует иэострелка f: а-+Ь. Изоморфизм 
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объектов а и Ь будем обозначать посредством ~b. В ка­
тегории Settv изострелками также JIВJIJIIOтся биекции. 

Def.20 Объект О называется начшrЬНы.м, если ДJIJI 
moбого другого объекта Ь существует единственная 
стрелка Oь:O~b. 

в случае категории Set начальный объект единстве­
нен, и им JIВЛJIетсJl пустое множество 0. В случае же 
категории Settv одним из начальных объектов, который 
мы будем использовать в дальнейшем, ЯВЛJlется тожде­
ствеЮfая функции O:V ~ V, определя:емая как 
O(x)=idv(X)=x. Очевидно, что для: moбoго другого объек­
та g:V ~b существует еДШIственная фуНКЦИJI Оь, которая 
делает коммyraтивной следующую диаграмму и которая 

равна g, Т.е. Ob(X)=g(X). 

Рис. 11 

в категории Set из существов8.НИJI стрелки a~O сле­
дует, что ~O, а если быть более точным, то а=0. В кате­
гории Settv это не имеет места. дли доказательства 
ДaЮfоro факта достаточно построить контрпример. 

Пусть V={l, ... ,n}, b={l, ... ,n+l}, а g - функции из V 
в Ь, задаваемая посредством равенства g(x)=x и JlВЛяю-
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щаяся объектом в SettV. Очевидно, что фУНКЦИJI f:b-+V, 
задаваемая посредством ftx)=x ДJIJI ~П и ftn+1)=n, явля­
ется стрелкой категории Settv из ее объекта g в ее на­
чальный объеп idv, так как композИЦИJI fog равна idv. В 
то же время, очевидно, что не существует биекции мно­
жеств {1, ... ,n} и {1, ... ,n+l}, Т.е. объепы g и idv не яв­
ляются изоморфными в Settv. 

Def.21 Обьеп 1 называется конечным, если дЛЯ JПO­
бого другого объепа а существует единственная стрелка 
I.:a-+l. 

в случае категории Set конечным объектом является 
любое одноэлементное множество. В случае же катего­
рии SettV конечным объектом является любая функция 
l:V-+a, где а - одноэлементное множество. Очевидно, 
что ДJIJI любого другого объекта g:V-+Ь существует 
единственная стрелка (фуНКЦИJI) lb:b-+{*}, для которой 
выполняется Ibog=l. lb определяется единственным спо­
собом Ib(X)=.' 

b~{*} 
gV1 

V 
Рис. 12 

Очевидно, что В категории SettV имеется много ко­
нечных объектов, но все они изоморфны. это же спра­
ведливо и для начальных объеlCI'OВ Seti'V. 
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Сле.цующИЙ кате горный конструкт, который нас бу­
дет шrreресовать, - это произведение объектов. Напом­
IПIМ его определение. 

Def.22 Объект Ьхс вместе с ДВУМJI называемыми 
nроекцuямu стрелками prb:bxc--+>b и prc::bxc--+>c JlВЛJIетсJl 
nроuэведенuем объектов Ь и с, если и только если для 
любого другого объекта d и любых двух стрелок i:d--+>b и 
j:d--+>c существует единственная стрелка e:d-+bxc, такая, 
что prb0e=i и prc:oe:--j. 

~~~ I 

• I • 

1 I J 

Ь. prb 1 pr, .с 
Рис. 13 

В категории Set произведение двух объектов - это 
обычное декартово произведение двух множеств. Функ­
ции проекции prb и prc: опредеЛJllOТCJI как prb«X,y>)=x и 
prc:«x,y>)=y, а фуllКЦИJl е задаетсJl условием 
e(x)=<i(x)J(x» . 

в относительной категории Settv определение 
произведенИJI выглядит следующим образом. 

Def.23 Объект <g,h>:V--+>Ьхс вместе с ДВУМJI назы­
ваемыми nроекцuямu стрелками prb:<g,h>-+g и 
prc:<g,h>-+h JlВЛJIетСJl произведением объектов g:V-+Ь и 
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h: V -+с, если и только если для любого другого объекта 
f:V-+d и любых двух стрелок i:f-+g и j:f-+h существует 
еДШIственная С1релка e:f-+<g,h>, такая, что prb0e=i и 
prc:0e=j. 

'" '" , 
I 

I 
I 

е ' I , 
\ 

" , , , 

" .. 
" 

'" ... 

Рис. 14 

Объект <g,h>:V-+Ьхс - это ФУНКЦИЯ, определяемая 
условием <g,h>(x)=<g(x),h(x». Областью ее значений 
JIВJIJIется декартово произведение Ьхс = {<х,У>1 хеЬ, 
уес}, а С1релки prb:bxc-+b и prc::bxc-+c - это обычные 
Функции проекции, определяемые условиями 
prb«X,y>)=x и prc:«x,y»=y. Функция e:d-+bxc определя­
ется условием e(x)=<i(x)J(x». 

в категории Set для любого объекта Ь имеет место 
~xb. В случае категории Settv это неверно. Напри­
мер, если множества V и Ь содержат по два элеменra, то 
их декартово произведение содержит уже четыре эле­

мента, что не позволяет установить биекцию с V. 
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Следующий ииreресующий нас конструкт - сумма 
(коnpoиэведение) объектов. В проиэвольной абстракт­
ной категории его определеЮlе имеет следующий вид. 

Def.24 Объект ь+с вместе с двумя называемыми 
иHъeКЦUJlМи стрелками iь:Hb+c и ic:c~b+c JIВJIJIется 
суммой (коnроuзведенuем) объектов Ь и с, если и только 
если для любого другого объекта d и любых двух стре­
лок k:Hd и j:c~d существует единственная стрелка 
e:b+C-Ю такая, что eoib=k и eoic=j. 

d 

+-......... _--" С 

Рис. IS 

в категории Set сумма двух объектов В и С опреде­
ляется как диэъюнктное объединеЮlе 
B+C={Bx{O}}u{Cx{l}}, а функции инъекции опреде­
ляются условиями iь(x)=<x,O> и ic(y)=<y, 1>. 
В этом случае условия вычислеЮIЯ функции е задаются 
как e«x,O>)=k(x) и e«y,l»=j(y). 

в OПIосительной категорп Settv определение 
суммы объектов выгJlJlДИI' несколько сложнее. 

Def.2S Объект g$h:V~bEВc вместе с двумя назы­
ваемыми uнъeKЦUJlМи стрелками ib:g~gEВh и ic:h~gEВh 
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ЯВЛJIется суммой объектов g: V --.Ь и Ь: V --.с, если и 
только если ДЛJI любого другого объекта f:V--.d и любых 
двух стрелок k:g--.f и j:h--.f существует единственная 
стрелка e:g$h--.f, такая, чro eoib=k и eoic=j. 

__ + d 

/~j 
.: ь g v h\c 

I 
\ 

\ 
\ 

" " '" ... .. ~ 
Рис. 16 

В категории Settv для построения суммы g$h двух 
объектов g и h берется дизъюнктное объединение Ь+с 
множеств, и на нем задается разбиение ЬЕВс на классы 
эквивалешности. Само отношение эквивалеlПНОСТИ оп­
редеnяется как наименьшее отношение эквивалентности, 

содержащее множество пар {<x,y>13z(x=<g(z),O>, 
y=<h(z),l>)}. Функции инъекции опредemпoтся усло­
виями ib(x)=I<x,O>1 и ic(y)=I<y,l>l, а g$h- любым из 
двух условий g$h(z)=I<g(z),O>1 или g$h(z)=l<h(z),l>l. 
ФунIЩИJl е также опредenяется moбым из двух условий 
e(l<x,O>I)=k(x) или e(l<x,l>I)=j(x). 

Мы подошли к тому, чroбы определить интерпрета­
цию альтернативного отноmеНИJI следоВ8НИJI в терминах 

теории кareropий. 
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Def. 26 Категорной Sеt-моделью логики альтерна­
тивного следованИJI будем называть пару M=<SettV, 1>, 
где Settv - относительная катеГОРИJI, а I - ФУНКЦИJl ин­
терпретации I:Var-+оЬj(Sеttv), которая раСШИРJlетСJl на 
все множество формул Fпn следующим образом: 

• I(A&B)=<I(A),I(B» 
• I(АvВ)=I(А)ElЩВ) 

Def.27 В категорной Set-модели M=<SettV, 1> из 
последовareльности формул B1, .. ,Bn следует формула А, 
если и только если существует стрелка 

f:<I(Вl), .. ,I(Вп»-+ I(A). 

В1, .. ,Впll=мА (:::) 
3fearr(SettV)(f:<I(Bt>, .. ,I(Bu»-+I(А» 

Правая часть определенИJI эквивалентна тому, что в 
исходной категории Set имеет место равенство 
fо<I(Вt>, .. ,I(Вu» = I(A). 

Def.28 из последовательности формул B1, .. ,Bn сле­
JIYeт формула А, если и только если она следует в каж­
дой категорной Sеt-модели. 

Лемма 4. В категории Settv ДЛJI любого конечного 
числа объектов gl:a-+b1, ... ,gn:a-+bn существует следую­
щие стрелки: 

а) реПnjl .... jп:<gl, ... ,&? -+ <gjl,,,,,gpr> 
Ь) addj:<b1, ... ,bj, ... ,bn>-+ <b1, ... ,bj,bj, ... ,Ьn> 
с) delj:<b1, ... ,bj, ... ,Ь..>-+ <b1, ... ,b..> 
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ДrUI доказательства этого достаточно простых 
свойств, которыми обладают произведении объектов и 
стрелки проеКЦИЙ. 

Лемма s. ОпределеЮlOе нами отношение следова­
НИJI обладает следующими свойствами: 

а) AII=A 
Ь) 1:, А 11= А 
с) В\, .. ,вп 11= А ~ Вi\, .. ,вin 11= А 
d) 1: 11= А ~ 1:, В 11= А 
е) 1:, В, В 11= А ~ 1:, В 11= А 
f) 1: 11= А; А, А 11= В ~ А, 1: II=B 
g) 1: 11= А; 1: 11= В ~ 1: 11= А&В 
Ь) 1: II=A&B ~ 1: 11= А 
i) 1:, А, В 11= С ~ 1:, А&В 11= С 
j) AII=C;BII=C~ AvBII=C 
k) 1: 11= А ~ 1: 11= АУВ 

Доказательство. 

а) А 11= А имеет место в силу существования еди­
ничной стрелки 11(A):I(A)~I(A). 

Ь) ДrUI доказательства этого СВОЙC11Jа достаточно 
ВЗJIТЬ функцюо проекции: pr2:<I(1:),I(A» ..... I(A). 

с) По условию существует стрелка 
f:<I(вд, .. ,I(Вп»~I(А). В силу леммы 4 существует 
стрелка перестаиовки 

реnn:<I(ВiI), .. ,I(Вш»~<I(Вд, .. ,I(ВD»' их композицией 
будет стрелка fореrm:<I(Вi\), .. ,I(Вin»~I(А). 
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d) По условmo существует стрелка f:I(1:)-.I(А). То­
гда ее КОМПОЗИЦИJI с проекцией pr(:<I(1:),I(B»-. 1(1:) бу­
дет стрелкой fopr(:<I(1:),I(B»-.I(А). 

е) По условmo существует стрелка 
f:<I(1:),I(B),I(b»-.I(А). В сипу леммы 4 существует 
стрелка add:<I(1:),I(b»-.<I(1:),I(В),I(В». их композици­
ей будет стрелка foadd:<I(1:),I(B»-.I(А). 

f) По условmo существуют стрелки f:I(1:)--..I(А) и 
g:<I(L\),I(A»-.I(В). Эro означает, что в исходной кате­
ГОрШl Set имеют место равенства fol(1:)=I(A) и 
go<I(L\),I(A»= I(B). Но тогда в исходной категории бу­
дет ВЫПОЛНJIТЬCJI и следующее равенство I(B) = 
go<I(L\),fol(1:» = go<pr(,fopr2>O<I(L\),I(1:». Эro означает, 
что в относительной категорШl Settv имеетсJl стрелка 
go<pr(,foprY:<I(L\),I(1:»-.I(В). 

g) Даны стрелки f:I(1:)-.I(А) и g:I(1:)-.I(В). В силу 
существованИJI произведений объектов I(A) и I(B) будет 
существовать стрелка <f,g>:I(1:)--..<I(А),I(В». 

Ь) Дана стрелка f:I(1:)--..<I(А),I(В». Тогда ее компо­
ЗИЦИJI с проекцией даст стрелку pr(of:I(1:)-.I(В). 

i) Дана стрелка f:<I(1:),I(A),I(B»-.I(С). В силу изо­
морфизма объектов <I(1:),I(А),I(В»=<I(1:), <I(А),I(В»> 
существует искомая стрелка g:<I(1:),<I(A),I(B»>-.I(С). 

j) Даны две стрелки f:I(A)-.I(С) и g:I(B)-.I(С). В 
силу существовaниJI сумм moбых двух объектов сущест­
вует и искомая стрелка $g:I(A)EBI(B)-.I(С). 
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k) Дана стрелка f:I(1:)-+I(А). Ее композшщя с инъ­
екцией i. :I(А)-+I(А)6ЩВ) даст искомую стрелку iaof: 
I(~)-+I(А)евI(13). 

Лемма доказана. 

Закономерно поставигь вопрос о расширении Jlзыка 
дополнительной СВJlЗКОЙ импликации И определении ее 

инreрпретации в терминах категорных моделей. Кате­
горный конструкт, JlВЛJIЮЩИЙСJl коррелятом имплика­
ции, называетсJl экспонеlЩИалом. 

Def. 29 Экспонентой двух объектов Ь и с называетсJl 
объект сЬ (экспоненциал) и стрелка ev:cbxb-+c (стрелка 
значенИJI), такие, что ДЛJI любого объекта d и ~лки 
g:dxb-+c существует единственная стрелка g:d-+c , ДЛJI 
которой следующая диаграмма коммутативна. ГOBOPJIТ, 
что катеГОРИJI допускает экспонснцирование, если экс­

понеlПа существует ДЛJI любых двух ее объектов. 

с\Ь .... 
I 
I 

I)(idъ : 
I 
I 
I 
I 

d~b 

с 

Рис. 17 

в категории Set смысл экспонеlПЫ следующий. 
Объект сЬ - это множество всех функций из Ь в с. Стрел­
ка значеНИJI ev определяетсJl как приложеlПtе функции к 
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аргумеН1)' ev«f,x»=f(x). Каждому фиксированному xed 
можно сопоставить функцию ~:b-+c, задаваемую по­
средством равенства ~(b )=g( <х,Ь». Именно это сопос­
тавление и осущесТВJIJIет функция g:d-+cb

• 

Теорема о весуществоваввв эксповевт в SettV. в 
категории SettV неверно, что любые два ее объекта 
имеют экспонеmy. 

Доказательство очень простое. Дело в том, что во 
всякой категории с экспоненциалами, ДЛЯ любого объек­
та Ь имеет место О=ОхЬ. Также в этих категорИJIX. из су­
ществования стрелки а-+О следует з=0. Как мы уже по­
казали выше, данные соотношеНЮI не выпоЛНJIЮТCЯ в 

категории SettV. ЕдинствеlПlЫМ ограничением наших 
коиrpпримеров была конечность множества v. Пока­
жем, что и в случае бесконечности множества V Kaтero­
рИJI Settv не допускает экспоненцирования:. 

Пусть Нот(а,Ь) - это множество стрелок из а в Ь. Во 
ВСJIКОЙ категории с экспонеlЩИалами имеет место биек­
ЦИJI между Hom(dxb,c) и Hom(d,c~. 

В категории Settv ДЛЯ любого объекта z множество 
Hom(idv,z) состоит из одного элемента, так как idv ЯВЛJI­
е'1'СЯ начальным объектом. Пусть f - фунКЦИJI из V В 
множество {О, 1 }, задаваемая посредством «х)=О для 
всех xeV. Очевидно, что она явЛJlе'1'СЯ объектом катего­
рии SettV. Пусть <idv,f> - ФункцИJI из v В Vx{O,l}, яв­
ЛJlЮщаяся произведением объектов idv и f категории 
SettV. Тогда очевидно, что имеются по крайней мере 
две функции f1 и f2 из Vx{O,l} в {O,l}, таких, что 
f10<idv,f>=fи f2o<id f>=f. их можно задать таблицей 

fl х ах 

О 1 

159 



на самом деле, В случае конечности множества V, 
Hom«idy,f.>,f) содержиг 2О элемеlП'OВ, а В случае счет­
НОС11l V мощность этого множества равна КОlПИН}'Yму. 
Т.е. мы показали, что биекции между Hom«idy,f.>,f) и 
Hom(idy,z) не существует. 

Таким образом, неверио, что В категории Settv JПO­
бые два ее объекта имеют экспоненry. 

Теорема доказана. 

Смысл этой теоремы зaкmoчается В том, что В аль­
теРН81ИВной логике принциnиально невозможно опре­
делиrь связку импликации, для которой имели бы место 
теорема дедукции и модус поненс. Но эта же теорема 
дает повод для более глубоких размышлений. Когда мы 
обнаружили, что логика альтеРН81ИВного следования 
имеет функциональную семантику, ВПOJПlе естествен­
ным бьшо ожидать, что В результате мы придем к ин­
туиционистской логике и шnyиционистской имплика­
ции. Этого не случилось. Почему? orвeт стоиr искать В 
том, как исторически строилась ИНТУIЩИОНИСТСкая логи­

ка, и как строили логику альтернативного следования 

мы. При построении интуиционистской логики прежде 
всего пытались исходить из смысла логических связок, 

чтобы они допускали конструктивную иигерпретaцmo в 
смысле реализуемых построений. Orcюда берет начало 
истолкование ДИЗЪЮНКЦИИ, импnикации, отрицания. За­
тем из отдельных частей, как из конструктора, собрали 
ИIf1YIЩИонистскую логику и стали подыскивать для нее 

математически строгую интерпретацию. Таких интер­
претаций появилось довольно много - реализуемостная, 
доказуемостная, крипкеВСК8JI, категорная и пр. Мы же 
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исходили в первую очередь из более фундаментального, 
чем связки, понятия лqгического следования как воз­

можности на основании построений, представленных 

посьшками, перейти к построеншо, представленному 

заключением. Логические связки ПОЯВИJШсь позже. Ре­
зультат - совершенно другая логика. Более того, уже 
сейчас имеются определенные основания высказать ги­

потезу, что наша логика близка к логике Брауэра, яв-
ЛJI)Oщейся дуалом интуиционистской логики. . 

Проведенный нами анализ не является исчерпы­
вающим, а скорее служиг иллюстрацией того, как может 
быть применен математический аппарат теории катего­
рий для выяснения свойств отношения альтернативного 
логического следования. Тем не менее, определенные 
выводы мы можем сделать уже сейчас. Ни для кого не 
является секретом глубокая внутренняя связь между тео­
рией категорий и логикой. В работах по дедуктивным 
категориям обращается внимание на то, что дедуктив­
ные системы могут бьггь представлены как специально­
го вида категории, а сами категории в свою очередь 

можно рассматривать как альтернативный способ поро­
ждения дедуктивных систем. Т.е. обращается внимание 
на теоретико-доказательный подход в логике. Вместе с 
тем имеются и pa60тыI' в которых на языке теории кате­
горий строятся модели логических систем. Однако об­
щим недостатком многих из них является то, что по­

строении именно категорных моделей зачастую ничем 

не мотивировано, а является всего ЛИIUЬ переводом с 

языка теории множеств на язык теории категорий, что 
само по себе не столь уж и трудная задача. 

В нашем случае приход именно к категорным моде­
лям был закономерным. Мы шли не от синтаксических 
свойств дедуктивной системы, и не от какой-то уже соз-
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данной лоmческой системы, которую необходимо про­
интерпретировать, а от семaнrических отношений меж­
JIY объектами, сопоставлеЮlЫМИ предложеНИJlМ JlЗЫка. 
Этими объектами оказались функции, внутреННЯJl при­
рода которых вовсе не оБJlзательно ЯВЛJlется теоретико­
множественной. В этой сmyации язык теории категорий 
оказалСJl наиболее подходящим, так как позволяет гово­
рить о свойствах исслеJIYемых объектов в терминах 
внешних отношений, в которые они вступают, оставляя 

открытым вопрос об их внутренней природе. Наша ШI­
терпретации отношенИJI альтернативного следованИJI в 

терминах конкретной категории Settv преследовала 
цель выработки интуиции на примере хорошо всем зна­
комых теоретико-множecmeнных коНС1руКЦИЙ, но апподь не 
своДIПCЯ к НИМ. 



XVI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Успехи человеческой культуры и науки неразрывно 

связаны с языком и способностью людей к рассуждени­
ям. Язык позволяет вместо реальных объектов исполь­
зовать их символьное представление, а рассуждения по­

зволяют по определенным правилам оперировать с эти­

ми символьными представлениями. Поскольку между 
знаком и обозначаемым существует разрыв, используе­
мые способы рассуждений должны гарантировать пра­
вильность заключений, к которым они приводят. Но что 
есть правильные рассуждения? Традиционно к ним от­
носят те, которые гарантируют истинность заключения 

при истинности используемых посылок. На первый 

взгляд кажется, что такому пониманшо нельзя противо­

поставить ничего более разумного. Но это только на 
первый взгляд. Если проанализировать исторические 
корни такого понимания логического следования, то 

окажется, что в его основе лежат представления Платона 
о мире вечных идей и убеждеЮtость Аристотеля, что 
рассуждения ограничены лишь теми предложениями, 

которые говорят о неизменных объектах. Наука же в их 
понимании - это искусство умозрения. 

За прошедшие ты�ячелетия взгляды на окружаю­
щую нас реальность и цели познания претерпели изме­

нения. Мы осознали, что живем в динамически изме­
няющемся мире, и наука из средства описания превра­

тилась в инструмент действия. При альтернативном 
подходе к определению логического следования понятие 

истины уже не играет ключевой роли. Предложениям 
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IIзыка сопоставляются уже не истинностные значения, а 

функции на предметной области. При этом не фиксиру­
ется какое-то конкретное понимание функции. В качест­
ве их MOryr выступать обычные теоретико­
множественные функции, природные процессы, конст­
руирующая деятельность людей и пр. 

Первичностъ понятия функции (процесса, конструк­
ции) позволяет подойти к решеншо традиционно труд­
ных npoблем с другой стороны. Мир перестает состоять 
I1ИШЬ из пустоты И атомов, а становится сложной систе­
мой взаимодействующих процессов. Чтобы рассуждать 
Dб этом мире, требуется другая логика. 
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