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01.4.1 
01.4.2 
01.4.3 

А1.1 

Аl.2 

Аl.3 

А1.4 

А2.1 

А2.2 

(P1 " Pz) =df -(P1 ::> -Pz)· 
(Р1 v Р2) =df (-Р1 ::> Р2 )· 

(Р1 11 Pz) =м (Р1 ::> Pz) " (Pz ::> Р1 )· 
Схемы аксном 

(Р1 ::> (Pz ::> Р1»· 
(Р1 ::> (Р2 ::> Рз» ::> «Р1 ::> Р2) ::> (Р1 ::> РЗ»· 

(-Р1 ::> -Р2) ::> (Р2 ::> Рд· 
IP .. Р. 

I(A"B) .. -А v IB. 
-(А .. В) Ii IA " -В. 

Правило вывода 

А, (А::> В) 

В 

2. ИнтерпретацllJl 

Значения истинности: Т, F, N, В. Выделенное значение - Т. 
Содержательное иаолкование: 

т - иаинность и неложность, В - иаинность и ложность, 
F - ложность инеистинность, N - ни истинность. ни ложность. 
Таблицы истинности для исходных и определенных выше сnязок: 

А -А .. Т F В N 

Т F Т Т F В N 
F Т F Т Т Т Т 
В Т В Т В В Т 
N F N .' NTN 

А С(А) -А IA гА ::> т F BN 

Т F F Т Т Т Т F F F 
F F Т F F F Т Т Т Т 
В F В Т F В Т Т Т Т 
N F N F F N Т Т Т Т 

Таблицы истинности для связок ". V. ii ЯВЛЯЮТСЯ таблицами 
lUIассической логики CI (А1.1. А1.2. А1.3) со ЗlJачениями иаив­
ности Т и F. 
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Характеристической матрицой для FlA является матрица "Ри' 

"'FL4 = < {T.F.B.N}.- .... {T} > 
Алгебру характеристической матрицы "'FL4 будем называть 

FА4-алгеброй или алгеброй ложности. 

FA4 = < {T,F.B.N}.-."> 
Таблицы иcrинности для определенных выше связок: 

3. МеталОПlческне свойства ЛОПlкн FL4 
Понятия вывода и семантической общезначимости определя­

ются и обозпачаются crандартно ( r . F ). их отрицания ( ~ • 1: l' 
Вывод из гипотез обозначается следующим образом (r r А . 
Символ следования в метаязыке по отношению к языку FlA ( ..... 
ТЗ.1 1- А .. F А (KOppeКYHOC'Io). 

ТЗ.2 FlA неnроmusоречU80. (Следствие Т3.1.) 
Теоремы редукции: 

Т3З.l 1- -р. -р. 

Т3З.2 1- (Рl .. Р2) в (Рl :J Р2) . 
Т3.3З r (rA:J rB) • (А:> В). 
Т3.4 r rA Е (IA л --А). 

Определим ряд унарных связок. 

D3.1 ,А =df(-IA л -А). 
( .,. содержательно означает 'ecrь ложно инеистинно '). 
D3.2 L.A =df(IA л -А). 
( 'L.' содержательно означает 'ecrь истинно и ложно'). 

D3З .JA =df(-IA л --А). 
( • .J' содержательно означает 'ecrь ни иcrинно. ни ложно'). 
Этим связкам соответcrвуют следующие иcrИllllостные таблицы: 

т F F F 
F Т F F 
В F Т F 
N F F Т 

Определим п-мecrную исключающую ДИЗ-ЬЮНIЩИю: 

D3.4 (Рl Vnpz Vn ... pn) =М«Рl л -Pz Л ... -Рn) V 
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v (-P1 Л Pz Л ... -Рп) v ... v (-P1 Л -Pz Л"'Рп»' 
Следующую теорему назовем тетралеммой истинности и 

ложности или законом исключенного пятого. 

ТЗ5: 1- (гА V4 ,А v4 L.A V4 JA) 
Имеем теоремы дедукции, полноты и адекватности (см. также [10]). 
ТЗ.6 Г, А 1- В ~ r 1- (А ::> В) 
тз.? р А. 1- А 
тз.в 1- А <> р А 

4. Основные CВJI:J1aI в FL4 
Дальнейшие соотношения Между ИМWIИкациями 

Т4.1.1 J- (А -. В) ~ (А ::> В) . 
Т4.1.2 }о- (А ::> В) ::> (А -<> В) . 

для операторов истинности и ложности 
следующее соотношение: 

Т4.2 1- -Aiil-A, 

и имеем 

то есть высказывание о ложности предложения А означает то 
же что и выс~зывание об истинности отрицания этого 
предложения А. 

Определим конъюнкцию, дизъюнкцию и импликацию в обе 
стороны. 

D4.1 (А & В) =df -(А" -В). 
D4.2 (А УВ) =df (-А .. В). 
М3 ~-~=df~"~&~"~' 
ЭтИМ связкам соответствуют следующие истинностные таблицы: 

& Т F В N 

Т Т F В N 
F F F F F 
D В F В F 
N N F F N 
для связок &, 
редукции: 

Т43.1. J-
Т4.З.2. 1-
Т43.З. 1-
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V т F В N 

Т Т Т Т Т 
F Т F В N 
В Т В В Т 
N Т N Т N 

- TF В N 

т т F В N 
F FT В N 
В В В В Т 
N NN Т N 

V и - имеются следующие соотношения 

I (А & В) ;;; 'А л IВ. 
-(А & В) == -А v -В, 
I (А V В) 6; I А v I В , 



Т4.З.4. ~ -(А V В) & -А л -В, 

Т4.4.1. ~ (Р1 & Р2) iii (Р1 Л Р2) , 
Т4.4.2. 1- (P1 V Р2) iii (P1 V Р2) , 

Т4.4.з 1- (Р1 ... Р2) а (Р1 Е Р2) , 

которые показывают, что таблицы истинности для связок & и V 
ЯWIЯlOТся расширением таблиц для связок Л, V из области {T.F} 
на универсум {T,F,B,N}. 

5. СооmоmеllИЯ FL4 с четырехзнаЧIIЫМИ лоmками: 

ЛОПIICa иетипы ВриlТ8 T"LМ 

Среди логик истины, вводимых фон BpHгroM В [4, 18], наиболее 
близкой к FL4 ЯWIЯется четырехзначная логика T"LМ. Логика 
истины T"LМ погружается в FIA следующим образом. 
Оператору истины Т в T"LМ соответствует оператор I в FIA. 

Orpицанию - соответствует - (смотри D1.2.2). 
КоВ'Ьюпкции & соответствует & (смотри D4.1). 

Тогда аксиомам T"LМ соответствуют теоремы FIA, а правилам 
вывода в T"LМ соответствуют ПРОИЗВОДНЬ'lе правила вывода в FIA. 

Логику истины T"LM фон Вригr получает, последовательно 
присоединяя к исходной логике истины, которую он называет ·core­
системой CS, ряд аксиом. Следующие теоремы FIA ЯWIЯlOТся 
аксиомами CS: 
Т5.1.1 ~ IA ... I--A, (А1 CS) 
Т5.1.2 1- I(A & В) ... IA & IB, (А2 CS) 
Т5.1.з ~ I-(A & В) .. I-A V I-B. (АЗ CS) 
К аксиомам CS Вригr добаWIЯет следующую аксиому и называет 
'Л'f систему в [18] T"L (в [4] эта аксиома для T"L отсугствует). 
Т5.1.4 1- I-IA ... -IA. (А4 T"L). 
К аксиомам T"L Вригг добаWIЯет еще одну аксиому и называет 'Л'f 
систему T"LМ. 

Т5.1.5 1- (IA & -I-A) -. А. (А"6 T"LM) 
Производные правила вывода FIA 

R5.1 

R5.2 

А, (А -. В) 

в 
А 

(IA& -I-A) 

(R2. Detachment CS) 

Следующее правило выпода следует из R5.2: 
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(R3. Правило Истины. CS) Если А есть доказуемая формула (в 
системе логики истины), то (IA & -I-A) есть также доказуемая 
формула. 

Значения истинности для Т' 'LM : 'Истинно и ложно', 'истинно, 
но не ложно', 'ложно, но не истинно', 'ни ИСТИIIlIO, НИ ложно', 
которые обозначаlOТСЯ как '1', '+', '-', 'О' соответственно. 

Значениям истинности +, -, 1, О для T"LМ соответствуют 
Т, Р, В, N для Ри. 

Таблица для & интерпретации T"LМ подобна таблицам для & 
интерпретаций логики FL4 и логики Белнапа. 

Таблицам операторов Т и - для T"LМ соответствуют таблицы 
для I и - в логике Ри. 
Эти соответствия таблиц ПОЗВOJIЯIOТ установить изоморфизм 
алгебры для T"LМ алгебре ложности РА4. 

4-Зllачная лоmка Бе1шапа u 
лоmка тавтолоmческих следоваиий ECde 

В 4-значной логике Белнапа [2] имеlOТСЯ следующие значения 
истинности: 

Т - «говорит только Истину» N - «не говорит ни Истины, ни Лжи» 
F - .. говорит только Ложь» В - «говорит И Истину И Ложь» 

СВЯЗКИ 4-значной логики Бепнanа соотносятся со связками в 
FL4 следующим образом: 
Orpицанию логики Бепнапа соответствует связка - (см. D1.2.2) 
Конъюнкции логики Белнапа соответствует связка & (см. D4.1) 
Дизъюнкции логики Белнапа соответствует связка V (см. D4.2) 

Бс.ннап отмечает необходимость отличать знак «roворит только 
Истину» от знака «по мень щей мере говорит Истину». В FL4 это 
отличие в оценках предложений выражается употреблением двух 
различных операторов ,- и I соответственно. 

Бепнan формулирует следующие интуитивные условия для 
оцснки конъюнкции: 

"Отметить (А & В) как .. по меньшей мере Ложь» только В 
случае, когда по меньшей мере одно из предложений А и В 
отмечено как «по меньшей мере ЛоЖЬ». 

Отметить (А & В) как «по меньшей мере Истина. только в 
случае, когда оба предложения отмечены как «110 меньшей мере 
Иrтина.:, которым отвечают в FL4 следующие теоремы: 
Т5.2.1. 1- I (А & В) i! 'А & I В, 
Т5.2.2. 1- -(А & В) & -А V -В. 
и условия для оценки дизъюнкции: 
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·Отметить (А V В) Юlк «по меньшей мере Истина.. только в 
случае. когда по меньшей мере одно из предлсжений А и В 
отмечено Юlк «по меньшей мере ИстинСЬо. 

Отметить (А V В) Юlк «по меньшей мере Ложь .. только в 
случае, когда оба предложения отмечены Юlк «по меньшей мере 
Ложь .. : • которым в FL4 отвечают следующие теоремы: 
Эrи условия ПОЛНОСТЬЮ определяют дизъюнкцию: 

TS.2.3. t- I(A VB) Ii!i IAV IB. 
Т5.2.4. t- -(А V В) • -А & -В. 

Белнап говорит, ЧТО А мечет В. если этот вывод никогда не 
приводит иас от .истины. к ее отсутствию (т.е. сохраияет 
истинность). а также никогда не npиводит нас от отсутствия .лжи. 
к.лжи. (т.е. сохраняет не-ложность). 

Определим1 соответствующую этим требованиям имIUlИкацию 
логики Белнапа .... 
DS.l (А ... B)=df «IA" IB) & (--А .. --В» 
Эrой связке соответствует следующая истцнностная таблица: 

... т F В N 

т т F F F 
F Т Т Т Т 
В Т F Т F 
N Т F F Т 

Истинностная таблица для ... подобна таблице. предложенной 
Т.СмаЙJ1и для логики тавтологических следований Еыс . 

Пусть связками, соответствующими связkaМ логики 
тавтологических следований ~4c будyr -. &, V. -. определенные 
выше в Dl.2.2 .• D4.1, D4.2. DS.l. Тогда имеем теорему. 
TS.3. Если А есть теорема Erdc' то А uть теорема FL4. 

Гp~ А. t- А 
.dc 

Характеристическая матрица для Erdc есть 

~ = < {T.F.B.N},-.&.V ..... {Т} > , 
Erdc 

истинностные таблицы для связок которой заданы выше. 
Мускенс в [13] рассматривает четырехзнаЧJlые логики и вводит 

следующие ИСТИННОСТН"Iе ЗН:lчения: 'истинно и неложно'. 'ложно и 
неиcrипно·. 'ни истинно. ни ЛО)l .• IO' И 'истинно И ложно'. Следуя 
Белнапу он обозначает эти значения как Т. F, N и В. 

lПроф. Белиап согласилCJI с таким определением связки .... 
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6. Анализ ЛОПlческоR матрицы 
Теорема о подалгебрах 

Т6.1 ДМ аще6рw ложности РА4 существует mо.лыw три 
nодaлzе6рw, а u.мe1t1to: РА2 = < {T,F},-,-+> , 
РА3В = < {Т,Р,В},-,-+> , FA3N = < {Т,Р, N},-,-+> . 
для других подмножеств множества {T,F,B,N} операции алгебры 
FA4 яnляются незамюl)'ТЫМИ. 

Пусть 13 ecтL булева решетка Ila множестве В = {1,0} с отно­
шением порядка :S и дополнением " то есть 13 = < {1,0} , " :S > . 
Т6.2 Aлzе6ра РА2 изоморфна 6улевой решетке N. 

< {T,F},-,-+> изоморфна < {1,0}, ',:S >. 
FА4-алгебру можно представить, используя булеву решетку 13, 

следующим образом. 
Пусть М = {T,F,B,N} есть декартово произведение Мllожества 

В на В, то есть М = В х В. Тогда элемент т, прин:щлежащий 
множеству М, то есть (т Е М), рассматриваем как пару, 
состоящуlO из элементов ffi1, т2' принадлежащих множеству В, то 
есть (ml Е В), (т2 Е В). 
ПРИllИмаем следующие соотношения 

6.1.1 m = <ml' т2> , 
6.1.2 Т = <1,1>, F = <0,0>, в = <1,0>, N = <0,1>, 
6.1.3 Т "" 1, F = О. 
Операции задаем покомпонентно следующим образом: 

6.2.1 -т = < ,m2' ,m2 > 
6.2.2 (т -+ w) = «т2 S wl)' (т1 S w2» 

7. Эквивалентности и закон тождества 
Определим эквивалеНТJlОСТЬ, которую назовем D-эквивалентностыо. 

D7.1. (А:::>С В) =df (А:::> В) л (В:::> А). 

Определим эквивалентность, которую назовем 4-ЭКlJивалентностью. 

D7.2. (А =4 В) =df (А'" В) л (В ... А). 
Этим связкам соответствуют следующие истинностные таблицы: 
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$4 Т F В N 

т т F F F 
F F Т F F 
В F F Т F 
N F F F Т 

:>eTFBN 

т т F F F 
F F Т Т Т 
В F Т Т Т 
N F Т Т Т 



Т7.1.1 (А =4 В) -= (гАл гВ)V(,АЛ 'В)V(L..АЛ L..В)V(..IАЛ ..1 В) 

Т7.1.2 (А'" В) е (А =4 (А & В» 
для выше определенных эквивалеllтностей имеем следующие 

положеllИЯ, выражающие закон тождества или lIарушение закона 

тождества: 

Т7.2.1 

Т7.2.2 

Т7.2.з 

}<-

1-
1-

(А-А) о 

(А =4А). 

(А ::>с А) о 

Следующие теоремы и метатеоремы показывают различия 
между введенными эквивалентностями 

Т7.3.1 1- (А'" В) ::> (А" В) . 
Т7.3.2 }<- (А'" В) ::> (А'" В) . 
Т7.3.3 1- (А'" В) ::> (А ::> В) . 
Т7.3.4 }<- (А ::> В) ::> (А но В) . 

Теорема подстаНОВОЧIIОСТИ имеет место только для 4-эквива­
леIlТIIОСТИ. 

Т7.4. Если n.n.ф. В получается из n.n.ф. А подстановкой n.n.ф. N 
в.место всех или некоторых вхождений n. n. ф. М в n. n. ф. А, то 

если 1- (~ =4 N), то 1- (А =4 В) . 
Сравнивая дедуктивные свойства эквивалеНТllостей, будем 
использовать вместо ЭКВ'iвалеllТllостей соответствующие им 
имшшкзции. 

T7S.1 
T7S.2 
ns.3 
T7SA 
nS5 

1- (А'" В) • (А 1- В) . 
Не имеет места, что (А 1- В) • 1- (А" В) . 

1- (А ... В).IO (А 1- В) . 
Не имеет .места, что (А 1- В) .. 1- (А'" В) . 

1- (А ::> В) <> (А 1- В) . 
8. КлаССllФlllсаЦIIЯ формул с ОДIIОЙ перемешlOЙ 

Рассмотрим схемы формул, в которых имеlОТСЯ вхождения 
только одной метаперемеllНОЙ для п.п.ф., которые будем далее 
называть 1-формулами. 

Имеет смысл классифицировать 1-формулы, разбив множество 
этих формул на классы эквивалентности. для 4-эквивалеllТНОСТИ и 
D-эквивалеllТНОСТИ имеют место следующие метатеоремы. 
Т8.!.1 ДЛЯ 1-фор.мул имеется 36 к.лаСС08 4-ЭК8uвалентностu. 
Т8.1.2 ДМ l-фор.мул имеется 16 маСС08 D-ЭК8uвалеюnностu. 
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Так как в l-формулы входит только одна метапеременная, имеет 
смысл предстаWIЯТЬ их как формулы, построенные из унарного 
оператора и метаперемеllНОЙ. 

Рассматривая таблицы истинности унарных операторов FL4 
как продолжение таблиц истинности унарных операторов 
классической логики на область {B,N}, проведем классификацию 
унарных операторов FL4. 

Унарные операторы, таблицы истинности которых ЯВЛЯЮТСЯ 
всевозможными продолжениями таблицы истинности некоторого 
унарного оператора классической логиlCИ, включим S один класс. 
Таких кЛассов имеем четыре, которые будем называть: класс 

1) ТaJПологий, 2) противоречий, 3) отрицаний, 4) утверждений. 
Отрицание 

Представим таблицы истинности для РЯДii различных 
операторов отрицания в FL4. 

(-А& -А) (-А & -IA) (-AV-A) -IA (-AV-IA) ,гА 

F F F F F F 
Т Т Т Т Т Т 
В F Т F В Т 
F N N Т Т Т 

Закон двоRноm отрицании 
для различиых видов отрицания имеем несколько 

формулировок, выражающих закон двойного отрицания или его 
нарушение. 

Т8.2.1 1- (А .4 - -А) • 
Т8.2.2 1- (А :::>с - - А) • 
Т8.2'з }L (А &4 --А) . 
Используя для всех видов отрицаиий обобщенный метасимвол п, 
имеем следующие схемы теорем. 

Т8,З 1- (nA 84 nnnA) . 
Т8.4 1- (А:::> nnA). 
Т85.1 }L (--А:::> А). 

Т8.5.2 }L ( "А ::) А) . 

Утверждение 

Ряд унарных операторов из класса операторов утверждения 
представим своими таблицами истинности. 
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гА --А 'А --А "А 

Т 
F 
F 
F 

Т 
F 
В 
N 

т 
F 
Т 
F 

Т 
F 
F 
Т 

Т 
F 
Т 
Т 

Такие операторы yrверждения как 1, г, - -, " в общем случае 
изменяют валентность предложения А, на K(fГOpoe они действуют. 
Поэтому ни один из них не может быть исключен из рассмотрения, 
в отличие от ЮIассической логики, в которой результат действия 
операторz yrверждения на предложение Р эквива' ентев 
предложению Р. Так, в частности, для операторов I и г iMeeM 
теоремы. 

Т8.6.1 

Т8.6.2 

Т8.6З 

Т8.7 

(IA &4А). 
(IA~CA). 

(гА &4 А) . 
(гА :>С А). 

Противоречие 

Ряд унарных операторов из класса операторов противоречия 
представим своими таблицами истинности. 

(гА л ,А) (А & -А) (IA л -А' (--А л - 'А) ("А л ,гА ) 

F F F F F 
F F F F F 
F В Т F Т 
F N F Т Т 

Закон противоречия 
Имеем следующие положения, выражающие заlCOН противо-­

речия ми его нарушение. 

для следующей пары операторов yrверждения и orpицавия 
имеет место закон противоречия 

Т8.в ~ ,(гА л ,А). 

для ряда других пар операторов заlCOН противоречия не имеет 
места, в частности: 

Т8.9.1 

Т8.9.2 

r- -(А & -А). 
r- -(IA л -А). 
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Принцип: из противоречия следует что yroдно, имеет место s 
следующих случаях: 

ТВ.I0.1 1- (гА л ,А) :::> В 
ТВ.I0.2 1- (А & -А) :::> в 

Этот припцип: из противоречия следует что yroДНО, не 
соблюдается для других пар оператороs, что позволяет использовать 
эти операторы для анализа и построения релеsантных и 

паранепротиворечивых логик. 

ТВ.Н.1 ~ (IA л -А) :::> В 
ТВ.ll.2 ~ (--Ал-IА):::> в 

ТВ.Н.3 ~ ("А л ,гА):::> В 

Тавтолоmи 

Ряд унарных операторов из класса операторов тавтологий 
представим своими таблицами истинности. 

(гА V 'А) (АУ -А) (IA v -А (--А V -IA) ("А v ,,..А) 

т т т т т 
т т т т т 
F В Т F Т 
F N F Т Т 

Закоu UСКШQчешlOГО :rpeтьeгo 

Некоторые таsтологии можно рассматривать как sыражение 
закона исключенного третьего. 

Формулы (IA v -А) и (IA v2 -А) можно рассматривать как 
выражение закона бивалеuтности. 

Имеем следующие положения, выражающие закон исключен­
ного третьего или его нарушение. 

для пары операторов утверждения и отрицания ( ", ,,..) 
имеет место закон исключенного третьего. 

ТВ.12 1- ("А v ,гА) 
для оператора , имеет место интуиционистский по форме 

вариант закона ИСЮIючеllНОГО третьего. 

ТВ. 13 1- , ,(А V ,А) 

для ряда других пар операторов закон исключенного третьего не 
имеет места, в частности: 

Т8.14.1 ~ 

Т8.14.2 
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Т8.14.3 r- (гА v ,А) 
для формул, прсдстамяющих собой различные формы закона 

исключенного третьего, имеются следующие соотношения. 

T8.1S.1 r (гА v ,А) Е (IA V2 -А) 
T8.1S.2 r (IA V2 -А)::> (IA v -А) 
T8.1S.3 l' (IAV-А)::>(IАv2 -А) 

T8.1S.4 r (А v -А) ::> (IA v -А) 
T8.1S.5 l' (IA v -А) ::> (А V -А) 

БIlВалеПIТllые и трехвалеJIТllые формулы 

Содержательно под бивалеНТIIЫМИ формулами пони маются 
1-формулы, которые принимают значение Т или F при любых 
значеllИЯХ, которые могут принимать входящие в них перемеНlIые. 

Этому соответствует следующее метаопределение. 
D8.1 1-формула А есть бивалеllТlIая формула, если и: только если 
для нее имеет место (IA у2 -А). 

В следующих метатеоремах рассма1J>ивается Юlассификация 
бипалеmных формул. 
Т8.16.1 Класс бuваленmных формул вlCЛJOЧаеm 16 массов 
4-эклuваленmносmu l-формул. 
Т8.16.2 В каждом массе D-эквuваленmностu имеется одUН 
подмасс 4-:Jклuвалентносmu бuвалент"ых формул. 

В определении D8.1 фигурирует формула (IA V2 -А), 
ЯllЛЯющаяся биусловисм бивалеllТНОСТИ. 

Имеется еще три класса D-эквивалеllТIIЫХ формул, которые 
могут быть условиями бивалеllТНОСТИ. 

В классе тавтологий рассмотрим подробнее подкласс D-экви­
валеПТIIОСТИ 1-формул, которые могут служить биусловиями 
бивалеlПIIOСТИ. Определим биусловия в каждом из четырех 
подклассов 4-эквивалеНТlIОСТИ. Будем обозначать биусловия 
символами ьу ij (А). Смысл индексов усматривается из таблиц 
истинности для этих формул. 

D8.2.1 bvFF(A) =df (lA у2 -А). 
D8.2.2 ЬvпN(А) =м (А V ~~A). 
D8.2.3 bYB~A) =м (А & IA) V (-А & -А) 
D8.2.4 bvFN(A) =df(A&--А)V(-А&-IА) 

Метаобозначением для всех биусловий бивалеlПIIОСТИ пусть 
буде-г выражение ЬУ(А). 
ЭтИМ формулам соответствуют следующие истинностные таблицы: 
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(IA v2 -А) bvFN(A) 

Т Т 
Т Т 
F F 
F N 

Содержательно под трехвалентными формулами будем пони­
мать l-формулы, которые при ни мают значеllие Т, F, В (или для 
другого вида трехвалентных формул Т, F, N) при любых значе­
ниях, которые могут принимать входящие в них переменные. 

ОпределеllИЯ биуCJJOВИЙ трехвалентности аналогичные ЬУ Ij (А) 
введем для двух видов трехвалентных формул. 

Биусловия ТFВвалентности 

D8.з.l ЗВv.,(А) =df{lA v -А). 
D8.з.2 ЗВv н(А) :: df (А V -А) . 

МетаобоЗllачением для всех биусловий трехвалеllТНОСТИ пусть 
будет выражение ЗCv(А). 

Биусловия ТFNвалентности 

D8.4.1 ЗNvF(А) .=df (--А V -IA). 
DB.4.2 ЗNvв(А) =df (А V -IA). 

Мerаобозначеllиеы для всех биусловий трехвалеНТIIОСТИ пусть 
будет выражение ЗNv(А). 
Этим формулам соответствуют следующие истинностные таблицы: 

(А V -А) (А V -IA) 

Т Т 
Т Т 
Т В 
N Т 

9. Подсистемы ЛОI'НКИ FL4 
Т9.1 Формулы только из трех 1СЛассов D-ЭК8U8алеюnньа l-формул, 
Не8ьюодuмьа 8 FIA, Mozym 6ьunь нenроmи80речU80 присоединены 8 
качесmsе аксиом 1( FIA. 
Формулами, nредсma8JIЯЮЩu.мu зnш три 1СЛасса, R8JUU0mся с.ледующuе 
(гА v ,А), (IA v -А), (--А v -IA). 
D9.1 В результате таких присоединений получаем следующие три 
погики: 
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Логику, получаемую присоединеllием к FL4 в качестве аксиомы 
формулы (IA v -А), назовем FLЗВ. 
Логику, получаемую присоединением к FlA в качестве аксиомы 
формулы (--А v -IA), назовем FLЗN. 
Логику, получаемую при соединением к FlA в качестве аксиомы 
формулы (г А v ,А), назовем FL2. 

FL1 н К1Iасснческая лоmка 
1'9.2 FL2 .является а6салютно полной лozwwй, эквивалентной CL 

Среди различных 1-формул бивалентные формулы выделяются 
следующей особенностью. Формулы, ЯWIЯющиеся результатом 
подстановки бивалентных формул вместо переменных в формулы, 
являющиеся теоремами Cl, есть теоремы FlA. 
Чтобы выразить это свойство бивалентных ФОРМУЛ. введем 
следующие метаопределения Cl(A) , FL2(A). 

Пусть CI(A), FL2(A) есть сокращения для КОlfЬюнкции всех 
аксиом lCЛассической логики Сl (А1.1-А1.3) иЛИ логики FL2 
соответственно, в которых имеются всевозможные различные 

вхождения формулы А вместо одной или нескольких ТF-ф. 
Используя биусловия бивалеНТНОСfИ получаем сл~щие 

теоремы и метатеоремы {9}. 
1'9.3 ... bv(A) :> Cl(A) . 
1'9.4 ... ЬУ(А) :>С FL2(A) . 
Имеем некоторые частные случаи этой теоремы 

1'9.4.1 ... (IA v -А) л -(IA л -А)::>С FL2(A). 
Т9.4.2 ... (А v -А) :>С FL2(A). 
1'9.4.3 ... -(А & -А) ::>С FL2(A) . 
1'9.4.4 ... (А ... А) :>С FL2(A) . 
1'9.4.5 ... (IA"* А) ::>С FL2(A) . 
1'9.4.6 ... (IA &4 А) ::>С FL2(A) . 
Пусть F(A) есть п.п.ф., в которую входит п.п.ф. А 
Т9.5 1-0 F(A). (Ьу(А) 1- F(A» . 
Т9.6 (ЬУ(А) 1- F(A» о I-IU F(A). 

Лоmкн FL3N, FLЗ8 
Аналогичные соотношения получаем для логик FL3N, FLЗВ. 

Метаопределения для FLЗВ(А), FL3N(A) аналогичны 
метаопределению FL2(A). 
D9.3. Пусть FLЗВ(А) есть сокращение для КОIfЬЮНlЩии всех 
аксиом логики FLЗВ, в которых имеются всевозможные различные 
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вхождения формулы А вместо одной WIи иескольких п.п.ф., 
определенных в FL3B. 

Используя биусловия трехвалснтности получаем следующие 
теоремы и метатеоремы. 

Т9.7 /- ЗВv(А) :::>с FLЗВ(А) . 
Т9.8 (ЗВv(А) J- F(A» о J- FLЗв F(A) . 
D9.4 Пусть FLЗN(А) естЬ сокращение для конъюнкции всех 
аксиом логики FLЗN, в которых имеются всевозможные различные 
вхождения формулы А вместо одной WIи нескольких п.п.ф., 
определенных в FL3N. 

Используя биусловия трехвалентности, получаем следующие 
теоремы и метатеоремы. 

Т9.9 /- ЗNv(А) :::>с FL3N(A) . 
Т9J.О (ЗNv(А) J- F(A» о J- FLЗN F(A) . 

10. ОпределеllНЯ СВЯЗОК треХЗllачных лоmк 
В дополнение к ОСIIOШIЫМ связкам D языке логики FL4 

построим определения нескольких логических связок, истинност­

ные таблицы которых можно поставить в определенное соответствие 
с таблицами для связок ряда известных логик. 

Для того, чтобы сравнивать связки, определяемые в Ри, со 
связками трехзначных логик, будем отбрасывать одно из значений 
В WIИ N. Этой процедуре синтаксически соответствует добаDЛение 
аксиом, задающих логики FLЗN WIИ FL3B. Тем самым получаем 
возможность сравнивать между собой алгебры трехзначных логик с 
алгебрами FАЗN, FАЗВ. Общей чертой рассматриваемых ниже ал­
гебр является то, что они являются обеднением алгебр FАЗN, FАЗВ. 

F.\ЗN 

ЛОПlка КШIIIИ С СlfЛЫIЫМl1 связками SK3 
КлИНИ в [7] строит трехзначную логику, которую будем 

обозначать SКЗ, с помощью регулярных таблиц для связок -, &, 
v, .... =, вводимых в СШlьно.м смысле. Клин и использует три 
ИСТИllНостных значения: t ("истинаW), f ("ложь"), 
u ("не определено"), WIИ в другом его толковании "известна 
истинность", "известна ЛОЖНОСТЬ", "неизвестно, истинно WIИ ЛОЖНО·. 

Истинностным значениям и СЮIьным связкам логики Клини 
COL fВетствуют следующие истинностпые значения и связки FL3N. 
Здесь и далее в таблицах соответствий справа расположепы символы 
ИСТИННОСТIIЫХ значений и связок FL3N, а слева расположены 
символы логики, сравниваемой с FL3N. 
Лоmка Кл"I." Лоmка FL3N 

t. (, u соотnerствуют Т, F, N 

зо 



- , &, v, ".В соответствуют -. &. V .... -
Истинностные таблицы для связок FlA -. &. V ..... - см. выше. 

4 
Нерегулярной таблице для !!! соответств}ет таблица для !!!!. 

Лоmка Бочвара 83 
Бочвар в [3] строит трехзначную логику. которую будем 

обозначать В3. I!: помощью матриц - • ~ • 7. он предлагает 
рассматривать '!ГрИ истинностных значения: R ("истина"). 
F ("ложь"). S ("бессмыслица"). а также классифицировать связки. 
различая внешние и внутренние: 

BнyrpeHHee отрицание -А ("1Iе--А"). 
внутренняя логическая сумма А n В ("А и В"). 
внешнее угверждепие 1-А ("А верно"). 
внешнее отрицание 7А ("А ложно"). 

R. Р. S ооответствуют Т. F. N 
-. r. 7 соответствуют -. 1. -

Определение для связки n в FL4 следующее 
010.1 (А n В) =df (А - В)-& (А v В). 
Этим связкам соответствуют следующие истинностные таблицы: 

А -А I-A 7А 

т F Т 
F Т F 
N N F 

F 
Т 
F 

n т F N 

Т Т F N 
F F F N 
N N N N 

Произподные связки определяются следующим образом 

010.2.1 (А U В) =df -(-А n -В). 
010.2.2 (А ::>8 В) = df -(А n - В) . 
010.2.3 (А ::>С8 В) = df (А ::>В В) n (В ::>8 А) . 

ЛОПlка КлНlш со слабыми связками WКЗ 

Клини n [7] строит еще одну трехзначную логику с теми же 
значениями истинности. что и для SКЗ. Связки n ней предлагается 
рассматривать в сла6о.м смысле. Будем обозначать эту логику WКЗ. 
Таблицы для двухместных связок в логике wкз аналогичны 
таблицам логики Бочвара. 

-. &. v ..... !5 соответствуют -. n. u. ::>В. ::>СВ 
Эrим связкам соответствуют следующие истинвостны~ таблицы: 
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v Т F N 

Т Т Т N 
F Т F N 
N N N N 

.. т F N 

т т F N 
F Т Т N 
N N N N 

ТреХЗllаЧllая ЛОПlICa Лукасевича 

Трехзначную логику Лукасевич конструирует, зводя третье 
значение истинности, которое интерпретируется как 

«неЙУрЩlЬНОС1'Ь» И обозначается 1/2. 
1, О, 1/2 соответствуют Т, F, N 
-, &, v соответствуют -, &, V 

Импликация Лукасевича .... определяется а FL4 следующим 
образом 
DI0З. (А .... В) = df (А .. В) v (А .. В). 
Этой связке соответствует следуюIЦiUI истинностная таблица: 

.... Т F N 

т т F N 
F Т Т Т 
N Т N Т 

ИН'l}'НЦIIОIIНСТСКая трехзначная ЛОПlICa Гейтинга НЗ 

Трехзначную интуиционистскую логику Гейтинг конструирует, 
вводя третье значение истинности, которое интерпретируется как 

«неопределенность» И обозначается 1/2 [161. 
1, О, 1/2 соответствуют Т, F, N 
-, &, v соответствуют -, &, V 

Импликация Гейтинга .. Н определяется в FL4 следующим 
образом 
DI0.4 (А .. Н В) =м (--А" В) v (А .... В).' 
Этой связке соответствует следующая истинностная таблица: 
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FАЗВ 

Теоремы Т8.9.2. Т811.1 сближают FL4 с паранепроти-
воречивыми логиками [5). 
Будем сравнивать операции алгебр паранепротиворечивых логик с 
операциями алгебры FАЗВ. 

Лоmка парадоков "риста 

ПриС1' в [15] строит трехзначную логику. используя таблицы 
истинности для - • Л. V, .. , и вводит в качестве третьего 

истинностного значения «ПарадоксальнО», которое обозначается 2. 
Принимается два вьщеленных значения 1, 2. 

О. 1, 2 соответствуют F, Т, В 
-, Л, V, ~ соответствуют -, &, У, .. 

Истинностные таблицы для связок FIA -, &, У, .. , .. см. вы le. 
Лоmка антиномий Асеньо и Тамбурино 

Асеньо и Тамбурипо в (12) строят трехзначную логику, которую 
будем обозначать АТЗ, используя таблицы истинности -, Л, V, и 
вводят D качестве третьего иетИllНОСТНОГО значения 

.автипомичнО» , которое обозначается 2. Принимается два 
выделенных значения 1, 2 

0,1,2 соответствуют F, Т, В 
-, Л, V. соответствуют -, &, У, 

Импликация Асеньо и Тамбурино .. А определяется в FL4 
следующим образом 
О10.5 (А .. А В) =м (IА .. В). 
Истинностные таблицы для связок этой и носледующих логик 
смотри в [11). 

Лоmка Cyпtхары 

Суги.хара строит трехзначную логику, которую будем обозначать 
SuЗ, иснользуя таблицы истинности для связок - , Л, v. 
Принимае1'СЯ два выделенных значения 1, 2 

0,1,2 соответствуют F, Т, В 
-, Л, V, соответствуют -, &, У, 

Импликация Сугихары .. Su определяется в FlA следующим 
образом. 
О10.6 (А .. Su В) =м (IА" В) & (А" --В). 

ЛоmК:2 Сепе 

Определим связки, соответствующие максимально паранепро­
тиворечивой трехзначной логике Сетте [17] с двумя вьщеленными 
значениями. 

ЗЗ 



0,1,2 соответствуют F, Т, В 
Orpицапию в логике Сетте соответствует оператор 
Определим конъюнкцию, дизъюнкцию и ИМIUшкацию логики Ceтre 
лSс, VSc, ... Sc 

D10.7.1 
D10.7.2 
О10.7.3 

(А лSеВ) =м(lА л IВ). 

(А VScB) =м(lА V 'В). 

(А ... Se В) =df (IA ... IВ). 

Лоmка Арруды Vl 
Арруда в [1] строит трехзначную логику Уl, ДJШ формализации 

идей Васильева. 
Принимаются два выделенных значения 1, 2. 

О, 1, 2 соответствуют F, Т, В о 
-, Л, V, :J соответствуют -, лSе, vSe, ... Se • 

Определим отрицание Васильева ,VIA в FL4 следующим образом. 
О10.6 ,VIA =м -!А. 

Алгебра да Коста 

для интерпретации парапепротиворечивых логик да Коста 
предложил трехэлементную алгебру со следующими элементами 
(0,1,2) и операциями (', S ). Выделенные элементы 1,2. Порядок 
для элементов следующий О S 2 s 1. 

" л, v, :s соответствуют -, &, V, н:-

О']!' двух 3ЫДeJ1еНIIЫХ 3Н2чеиий ~ одному 

В интерпретации параllепротиворечивых логик, которые здесь 
рассмотриваются, имеются два выделенных значения. для логики 
FLЗВ принимается одно выдел~нное значение. Обратим внимание 
на то, что формула I А принимает выделенное значение Т для 
двух значений Т и В, которые может принимать п.п.ф. А. 
Обозначим общезначимые формулы для паранепротиворечивы.х 
логик I=Pe. 
ПО.1 1= Ре А ... 1= IA 
Учитывая семантическую полноту FLЗВ, имеем теорему. 

Т10.2 1= Ре А=> 1- 'А 
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П.И.Быстров 

РЕЛЕВАНТНЫЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ИСЧИСЛЕНИЯ КАК 
СИСТЕМЫ ВЫВОДОВ С ИНДЕКСИРОВАННЫМИ 

ФОРМУЛАМИ1 

На вопрос, что такое логика в смысле логической системы, или 

логического исчисления, существует традиционный ответ ·в стиле 

Тарского·. Логикой называется множество правильно построенных в 

специальном языке сиmаксичесlШX объектов (формул), замкнутое 
относительно операции логического следования. Конкретные свой­
ства этой операции фиксируются в виде точно сформулированных 
условий или правил. для такой трактовки логической системы ха­

рактерна высокая степень общности - логикой может считаться 
множество формул, не содержащее ни одной общезначимой фор­
мулы, равно как и множество всех общезначимых и только общез­
начимых фомул, что имеет свои преимущества, особенно в семан­

тическом мане. Однако определение логики как множества формул 
никак не проясняет ее дедуктивные свойства. В данном случае вне 
поля зрения остаются, например, такие существенные, на мой 

взгляд, вопросы, как: "Что такое логический вывод в том или ином 
исчислении? Как может быть получена формула (даже если уже от­
куда-либо известно, что она принадлежит данной логике)? Можно 
ли данную формулу логически вывести различными путями, если 

нет, то почему, а если да, то какому из выводов и в силу каких при­

чин следует отдать предпочтение? И т.н." 
В данной работе реализуется несколько иной подход к нонятию 

логической системы, согласно которому логическая система, или 

исчисление представляет собой множество (систему) синтакси­
ческих объектов (выводов), построенных в сответствии с определен­
ными требованиями, или правилами. Каждый такой объекr может 
быть представлеtl в виде пары (D,a), где D есть вывод, а а - выводи­
мое выражение (в частностном случае - секвенция или формула). 
При этом используется стандартный язык пропозициональной ло-

1 Работа ВЫПOllнсна при поддсржкс Росснйского фонда фундамснтальных ИСCJIсдо­
ваниА, проскт 93-06-10108. 
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гики с констаитами :J (имlUlИкация), v (ДИЗЪЮНlЩия), & 
(КОJfЪЮНIЩИЯ), ,(отрицаllие) и обычное ПОllятие правильно постро­

енной формулы. Дополнительные языковые средства имеют в неко­

тором смысле технический характер и их применение мотивиро­

вано только необх~димостью строго различать такие понятия как 

"формула" и "вхождение формулы в секвенцию ", а таюке понятия 
·секвенция· и ·вхождение секвенции в вывод·. 

Исчисление GRI. 

При формулировке секвенциальноro исчисления GRI использу­
JOТСЯ следующие обозначения, понятия и определения. Заглавными 
буквами латинского алфавита А, В, С,_ обозначаJOТСЯ любые пра­
вилыlO построенные формулы в обычном смысле. 

Определеllие 1. 
(1) Любое отличное от нуля натуральное число или упорядочен­

ная пара таких чисел есть И1щекс. 

(2) Любая упорядоченная пара индексов есть ИJЩекс. 
(3) Ничто иное, кроме указанного в пунктах (1) и (2) данного 

определения, не является индексом. 

В символической записи ИJЩексов применяJOТСЯ угловые скобки 

аналогично тому, как обычные скобки примеllЯЮТСЯ в стаJЩартной 

записи сложных формул; члены пар разделяются точкой'С запятой, 

и в целях сокращения записи угловые скобки опускаются в тех слу­

чаях, когда это не препятствует однозначному прочтению и Jщекса. 

Например, если k, ш, n - натуральные числа, то любое из следу­
ющих выражений является индексом: (а) n (Ь) m;п (с) т;т (d) 
k;<m;n> (е) <n;n>;k ({) <m;n>;<k;n> (g) 
< < <n;n>;k>;m>;<k;m>. Здесь во всех случаях опущены внешние 
угловые скобки, а в некоторых случаях - внешние и частично внут­
ренние, то есть мы пишем n вместо <п>, m;п вместо 

< <т>;<п> >, <m;n>;<k;n> вместо < <m;n>;<k;n> > и Т. д. В 
любом случае анализ структуры ИJЩекса однозначен. Например, в 
случае (g) индексом является пара, правым членом которой явля­
ется пара натуральных чисел, а левым членом - пара вида 

< <n;n>;k>;m, I{ОТОРая, в свою очередь, состоит из натурального 
числа m и пары < п;п > ;k. 



В дальнейшем буквы u, v и w обозначают про из вольные иIl­
дексы. 

ОпределеНllе 2 (S-формулы). 
(1) Если А есть формула, то выражение A/w есть S-формула. 
(2) Если A/u, и B/w сугъ S-формулы, то ,A/u, ,B/w., 

(A&B)/u;w, (AVB)/u;w и (A:::>B)/u;w cyrID S-формулы. 
(3) Ничто иное, кроме указаНIIОГО в пунктах (1) и (2) данного 

определения lIе является S-формулоЙ. 

Например, выражения вида ,A/u:::>B и A:>(B:::>A/v;w) (где ,A/u 
и (B:::>A)/v;w cyrL S-формулы) в целом не являются S-формулами. 

[-секвенция есть выражение вида Г, t.. -!> 9, Z, где Г, t.., в и Z 
обозначают конеЧllые (ВОЗМОЖIIО, пустые) последовательности s­
формул. 

Если Г -!> в есть I-секвенция, то любой элемент Г называется 

oHmeцeдeHmHым lUleHOМ, а любой элемент е - cyкцeдeHmным lUlен(М( 
этой I-секnенции. При этом считается, что в I-секвенции не может 
быть двух одинаковых в смысле графического совпадения антеце­

деfПНЫХ (сукцедеНТlIЫХ) членов. Например, при наличии в Г (или 
в) более одного члена вида A/w выражение Г -i> е не является пра­
вильно построенной I-секвенциеЙ. Очевидно, что в результате уда­

ления всех индексов из всех членов нек<;>торой I-секвеllЦИИ получа­

ется обычная генценовская секвенция. В дальнейшем для краткости 

вместо "I-секвенция· будем писать просто ·секвенция·. 

Контрарной парой секвенции S называется любая пара, состо­
ящая 113 антецедентного и сукцедентного членов S, графически со­
впадающих между собой. 

Стандартные понятия ·ОСIIОВНая секвенция·, ·дерево секвенций·, 

·применение правила заключения·, ·главная формула (боковая фор­
мула) данного примепения правила заключения· предполагаются 
известными и используются без существенных изменений. Напри­
мер, следующая схема является схемой правила заключения 

г -. в, А/и г .. в, B/w 

r -. в, A&B/u;w 

за 



Пусть данная схема является частью некоторого дерева секвен­

ций ~, построенного с помощью различных правил заключения. В 

этом случае любой элемент ~, представляющий собой вхождение в 
~ некоторой секвенции S, назовем D-секвенцuей (или D-членом), а 
любой член данной D-секвенции S назовем DS-фор.мулоЙ (или DS­
членом). Ясно, что любой DS-член будет либо антецедентным, либо 
сукцедентным. Любой входящий в Г (8) антецедентный 
(сукцедентный) DS-член С/У D-секвенции, являющейся заключе­
нием данного правила, называется nара.метрuчески.м потомком со­

ответствующих входящих в Г (8) антецедентных (сукцедентных) 
DS-членов С/У D-секвенций, являющихся левой и правой посьш­
ками. Соответственно, любой входящий в Г (8) антецедет тный 
(сукцедентный) DS-член B/u D-секвенции, являющейся левой 
(правой) посылокой, называется nара.меmрuчески.м предком соответ­
ствующего входящего в Г (8) антецедентного (сукцедентного) DS­
члена B/u D-секвенции, являющейся заключением данного правила. 
Боковые DS-формулы A/u и B/w называютсялогuчески.мu предками 
главной DS-формулы A&B/u;w, а сама эта DS-формула называется 
логическим потомком DS-формул A/u и B/w. в любом дереве D­
секвенций отношение "быть параметрическим (логическим) пред­
ком (потомком)" иррефлексивно и транзитивно. 

При построении дe~BьeB D-секвенций используются 

следующие средства. 

Основная секвенция: А/-о .. А/ +0. 

Логические правила заключения: 

A/u, Г .. 8, В/У 
(Rl) 

Г .. 8, A:>B/u;y 

Г .. 8, A/u В/У, l:!.. .. Z 
------- (R2) 
A:>B/u;y, Г, l:!.. .. 8, Z 
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г .. в, A/u r .. в, B/v 
------- (RЗ) 
r .. в, A&B/u;v 

A/u,r .. е 
----(R4) 
A&B/u,r .. e 

В/и, г .. в 
----(R5) 
A&B/u,r .. e 

А/и, r .. в B/v, г .. в 
------- (R6) 

AVB/u,-v, г .. е 

r .. e,A/u 
----(R7) 
г .. в,АУВ/и 

г .. в,В/и 
----(RВ) 

г .. e,AVB/u 

A/u,r .. e 
(R9) 

г .. в, -,А/и 

г .. в,А/и 
(Rl0) 

,А/и. г .. е 

Структурные правила захлючения: 

г .. е, A/u, B/v, Z 
------ (Rl1) 
Г .. е, B/v, А/и. Z 



Г, A/u, B/v, /i .. в 
-----(R12) 
Г, B/v, A/u, /i .. в 

г .. в, A/u, A/v 
-----(Rlз) 

г .. e,A/u 

r .. в, А/о, A/v 
----(R14) 
Г .. 8,A/v 

A/u,A/vf .. e 
----(R1S) 
A/u, r .. в 

A/u,A/vr .. e 
----(Rlб) 

A/v, г .. в 

--- (а17), 
г .. e,A/u 

где u отличается от всех индексов, приписавных сухцедентным чле-
нам сеJCВeнции заключения; 

г .. в 
--- (R18), 
A/u, г .. в 

где u отличается от всех индексов, приписавных антецедентным 
членам сеJCВeнции заключения; 

г .. в, C/u C/v, /i .. Z 
(а19) 

А, Г .. в, z 
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ДЛЯ краткости изложения везде в дальнейшем будем использо­

вать Ai, Bj, Ak, В.k, ... (где i, j, k - целые положительные числа) для 
обозначен1rn DS-формул, а Si' S., ... - для обозначения D-секвенциЙ. 
Как обычно, деревом D-секвен;Jй (кратко: D-деревом) будем назы­
вать такую конструкцию, построенную из основных секвенций 

(возможио, одной основной секвенции) с помощью правил заклю­
чения (R1)-(R19), которая заканчивается единственной D-секвен­
цией, называемой конечной секвенцией данного D-дерева. 

Систему, заданную основной секвенцией и правилами (R1)­
(R19), обозначим GCI. О'lевидно, что, удаляя из формулировки GCI 
все индексы, а также пару правил сокращения (либо (R13) и (R15), 
либо (R14) и (R16», которые становятся излишними, мы получим 
в точности геllценовский секвенциальный вариант классической 

пропозициональной логики. При меняя стандартный генценовский 

метод, нетрудно показать, что для GCI имеет место теорема об 
устранении сечения и это исчисление является разрешимым. 

Исчисление GRI можно получить из GCI, с помощью ограниче­
ний на применепия некоторых правил заключения. Для точной 

формулировки таких ограничений введем следующее важное опре­

деление. 

Определеllие 4. Пусть.1: есть D-дерево, а S есть конечная D-сек­
венция .1:. Пyrь в .1: от члена Л. секвенции S к члену С· секвенции S 
есть наименьшая последоватeiIьность DS-формул В1 J, ... , Bk такая, 
что В1 графически совпадает с A j, Bk графически совпадает с Cj , и 
для любого Bi (1sisk) выполняetся один из следующих пунктов. 

(1) Bj есть пара метрический предок Bi +1, либо Bi есть парамет­
рическии потомок Bi + 1; 

(2) Bi и Bi + 1 являются членами одной и той же контрарной 
пары; 

(3) Bi является главной, а В• + 1 - боковой формулой одного и 
того же примепения правила заключения в L, или же в• является 
боковой, а В• + 1 - rлавной формулой одного и того же применения 
правила вывода в .1:; 

(4) В1 является левой (правой), а Bi +1 - правой (левой) форму­
лой одного и того же применения правила сечения в .1:. 

Если для пекоторого пyrи выполняется пункт (2) данного опре­
деления, то будем говорить, что этот путь содержит контрарную 

пару или проходит через контрарную пару. 
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Любой член Bi (1sisk) некоторого удоnлетворяющего данному 
определению пути называется отРUl~ателыtoЙ сосmав.л.яющеЙ этого 

пути, если Bi является антецедентным DS-членом, и положительной 
состав.л.яющеЙ - если Bi является сукцедентным DS-членом. 

В формулировке условий примеllения прашш заключения в це­

лях сокращения вместо фразы ·в D-дереве, конечной секвенцией ко­

торого является посьшка данного правила; будем писать просто: ·в 

выводе посьшки·. 

Условия применения правил заключения: 
(R1) - применение правила корректно, если и только если в вы­

воде посылки (1) есть путь от A/u к B/u; (2) есть путь от каждого 
графически совпадающего с A/u антецедентного DS-члена ~ к B/u; 
(3) есть путь от каждого графически совпадающего с B/u сукцедент­
ного DS-члена Bj к любому графИЧСЮf совпадающему с A/u антеце­
дентному DS-ЧJl~НУ Лj; (4) каждый из путей, ~'Помянутых в предше­
ствующих пунктах (1~-(3), содержит по крайней мере одну контрар­
ную пару; (5) в каждом из путей, упомянуТых в пункте (2), ни одна 
отрицательная составляющая Ci + 1 не является параметрическим 
потомком составляющей Ci, а в хаждом из путей, упомянутых в 
пункте (3), ни одна положительная составляющая Cj + 1 не является 
параметрическим потомхом составляющей С·. 

(R2) - примеllение праВWIа хорректно, ~и и тольхо ос"!и В вы­
выводе левой посьшки име!отся (1.1) путь от каждОl'О антецедент­
ного DS-члена, графически совпадающего с одним из антецедент­

ных членов этой посьшки, х A/u; (1.2) путь от A/u к каждому анте­
цедентному DS-члену, графически совпадающему с одним из анте­

цедентных членов данной носьшки; в выводе правой посьшки име­

ются (2.1) путь от хаждого графически совпадающего с В/У антеце­
дентного DS-члена Bi по крайней мере к одному сукцедентному 
члену этой посьшки; (2.2) путь от любого DS-'шена, графически со­
впадающего с одним из сукцедентных члеНОD этой посьшки к В/у; 

(3.1) ни одна отрицательная составляющая Ci + 1 путей, упомянутых 
в пунктах (1.1) и (1.2), не является параметрическим потомком со­
стаnляющей Ci, и любс,й из этих нутей содержит контрарную пару; 
(3.2) ни одна положительная сос .lвляющая Cj + 1 любого из путей, 
упомянутых в ПУIIКТах (2.1) и (2.2), не являe"rСЯ параметрическим 
потомком сотаnляющей Cj , и каждый ИЗ этих путей содержит кон­
трарную пару. 
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(R9) - примеllение правила корректно. если и только если для 

посылки ВЫПОЛIIЯЮТСЯ ПУIIКТЫ (1.1). (1.2). в формулировке которых 
"A/u· заменено на ·'A/u·. и пункт (3.1) условия для (R2). 

(RI0)- примснение правила корректно. если и только если для 

посылки выполняются ПУIIКТЫ (2.1). (2.2). в формулировке которых 
·В/v" заменено на ·'A/u·. а ·Bj• - на "~ •• и пункт (3.2) условия для 
(R2). 

(RI9) примснсние правила корректно. если и только если: для 
левой посылки ВЫПОЛIIЯЮТСЯ пункты (1.1). (1.2). в формулировке 
которых "А/У' заменено на "C/u·. для правой посылки выполняются 
IIyIIКТЫ (2.1). (2.2). в формулировках которых ·В/у' заменено на 
"C/v". а "Bi8 - lIа ·Ck", а для левой и правой ПОСЬUlок ВЫПОЛНЯIОТСЯ 
сoorпетствеllНО IIyIIКТЫ (3.1) и (3.2) условия для (R2). 

ПРlfмечаllllе. При определении путей в D-деревьях обе боковые 

формулы некотороro примеllения правила сокращения считаются 

парамстрическими прсдками главной формулы данного примене­

ния правила. Ясно. что формула сечения не имеет параметрических 
потомков. а члены основной секвеllЦИИ и главная фомула yrончения 

не !Имеют парамстрических предков. В формулировках условий 

применепия правил (R2). (R9). (RI0) и (R19) любой из составля­
ющих их пуиктов выполняется тривиально. если последователь­

ность S-Формул (Г. в .... ). о членах которой в данном пункте идет 
речь. является пустой. 

GRI-вьюод ссквенции S есть построенное с помощью правил 
(Rl)-(RI9) О-дерево I. вершинами которого являются основные 
сеКВСIIЦИИ. конечной секвенцией является S. и каждое применение 
правила в I удовлетворяет соответствующему условию (если таковое 
имеется). Секвенция S называется выводимой в GRI. если и только 
еслк предъявлен GRI-ВblВОА. конечной секвенцией которого явля­

ется S. 
Утверждешае (об устраllИМoc:11I с:ечеIIИЯ). Если секвенция S вы­

водима в GRI, то можно построить GRI-ВblВОА этой секвенции, не 
содержаlЦИЙ применеllИЙ сечения. 

Доказательство этого yrвсрждения отличается от известного до­
казательства теоремы Генцена тем, что устраняется IlепосредствеНlIO 
правило сечения без предварительной замены сго смешснием или 
каким-либо другим правилом. Подробное рассмотреllие доказатель­
ства выходит за рамки даНlIOЯ статьи. 
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ХараJcrерной особенностью GRI является то, что формульные 
образы ВЫВОДИМЫХ в нем объеJcrов, то есть D-секвснциЙ. отличают­
ся от формулыIхх образов оБЫЧНЫХ секвенций в классическом ва­
рианте. При определении формульного образа рассматриваются не 

I-секвенции как таковые. а пары (I;S), где I есть GRI-вывод, а S 
есть конечная секвенция этого вывода. 

Определение формульного образа D-с:еквенциио Формульный об­
раз 1'(I;S) D-секвенции S есть формула, построенная согласно од­
ному из следующих пунктов: 

1) 1'(I; r ... ) есть '(А1 &_~). где А1 ..... Au cyrb члены r без 
индексов; 

2) 1'(1:; ... 8) есть В1 V О" УВш, где В1,.", Вт cyrb члены 8 без ин­
дексов; 

3) 1'(I; Г ... 8) есть состоящая из всех членов r и 8 без ИlIДексов 
формула а, lCOТорая: crpоится следующим оБРnЗОМ: 

3.1) если в r имеется по крайней мере.один член A/u, а в 8 - по 
крайней мере один член B/v, такие, что для них и вывода I выпол­
НЯЮТСЯ пункты 1-5 из формулировки условия применения правила 
(R1), то а есть (А1 & ."~):)(B1 У". УВт); 

3.2) если не выполняется условие. указанное в предыдущем пун­
кте (3.1). то а есть ,(А1 & ... &Au) УВ1 V ... УВШ, 

Используя данное определение. нетрудно уб~диться. что GRI яв­
ляется релевантным исчислением с полным набором логических 

связок и уcrpанимым правилом сечения. Действительно. в GRI не 
доказуемы секвенции, формульными образами lCOТopыX являются 

такие формулы как (А:)В):)А):)А, А:)(В:)А). (,А УВ):)(А:)В), 

В:)(А:)А) и другие, относимые обычно к "нсрелевантным". Напри­

мер, секвенция А/2 ... (А:)А)/-1;+ 1 доказуема в GRI, но ее фор­
мульным образом является не "МИIIГЛQВая аксиома" А:)(А:)А), jl 

формула ,А v (А:)А) , выводимая в любой достаточно богатой ре.пе­
вантной системе. 

Вопрос о дедуктивной эквивалентности GRI какой-либо извест­
ной аксиоматической релевантной системе в этой работе не рас­

сматривается. 



В.А.Бочаров 

ИСЧИСЛЕНИЕ ПРЕДИКАТОВ СУНИВЕРСАЛИЯМИ 
(IП. ФИЛОСОФСКИЕ ОСНОВАНИЯ) 

Данная работа завершает серию статей, посвященных исследо­

ванию субьектно-предикатного исчисления SP=(cM.[1],[2]). 
В основе SP = лежит фундаментальная идея о введении трех сфер 

бытия: актуального (существующего реально), потенциального 
(возможного) и нсвозможного бытия. С нашей точки зрения, суще­
ствует несколько веских причин, обосновывающих подобную пози­
цию. Рассмотрим их более внимательно. 

Во-первых, хорошо известно, что процесс познания реального 

мира не может быть замкнут рамками этой реальности. Напротив, в 
ходе изучения актуально сущего мы вынуждены так или иначе вво­

дить В рассмотрение гипотетические объекты, обьекты идеальной и 
абстрактной природы, гипостазы. Примерами таких обьектов MOгyr 
быть числа, геометрические фигуры, множества, а также различного 

рода идеализации: идеальный газ, абсолютно черное тело, инерци­

алъная система и т.д. Сюда же можно отнести и те объскты, которые 

подобно флогистону, эфиру, теплороду D течении длителъного пери­

ода времени фигурировали в научных теориях, выполняя важные 

объяснительные функции, но затем бьUIИ отброшены как псевдообь­
екты. 

Во-вторых, выходя за рамки науки и вступая в область более 

широкой человеческой деятельности по осмыслению реального бы­

тия, мы обнаруживаем и такие образования, как, например, литера­
турные персонажи. мифологические существа, обьекты религиозных 

верований - ангелы, боги, духи, демоны и т.д. 

В связи с таким широким использованием для целей теорети­
ческого и практического характера, экзистенциальный характер со­

вrеменной классической логики кажется чрезмерным и слишком 

жестким. Поэтому построение теории квантификации, в которой мы 

могли бы более свободно оперировать пусrыми терминами, есть на­
сущный вопрос самой практики. 

Одним из центральных философских вопросов при построении 
таких систем является, несомнеНIIО, вопрос об онтологическом ста-
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тусе указанных псевдообьектов. Требуется ответить на вопрос, воз­

можно ли хоть в каком-то смысле допустить существование lIесуще­

ствующих обьектов. Традиционный ответ, базирующийся на четком 

и ясном тезисе элейской философии "Бытие есть - небытия нет", не­

гативен. 

С этой точки зрения допустимо признать существование имени 

"Пегас", предстаWlения о Пегасе, образа Пегаса, понятия -"Пегас", 
концепта, связанного с именем "Пегас", соответствующего менталь­

ного образования, но никак не самого по себе Пегаса. Тем не менее, 
уже в самом этом утверждении содержится определенная трудность. 

Ведь как только мы истинно сказали "Пегас не существует", мы тем 

самым решительно отличили данный псевдообьект и от его {мени, 

и от его предстаWlения, меllТального (или чувственного) обlJаза, от 
его понятия, Т.е. от всего, что, в отличие от Пегаса, как раз реально 
существует. И дело здесь вовсе не в том, что речь должна идти о раз­
ных видах существования: в одном случае о существовании объек­

тивном (обьектном), а в дрyroм - О существовании субъективном. 
Причина заключается в том, что наш язык устроен таким образом, 
что любое утверждение требует референциального отнесения наших 

утверждений к чему-то внешнему, что стоит за понятием, чувствен­

ным образом, именем. Действительно, мы можем создать 

(нафантазировать) образ крьшатого копя, однако, когда утвержда­
ется "Пегас -крылатый конь", свойство быть крьшатым конем нельзя 
отнести к образу крьшатого коня, ибо заведомо ясно, что любой об­

раз, в силу своей природы, не может быть крьшатым конем. Точно 
так же конем не может быть ни имя, ни попятие, ни концепт имени. 
Утверждать нечто подобное бьшо бы несообразно. Иначе говоря, 
крьmатым конем может быть лишь объект, ямяющийся референ­
том имени·Пегас". 

Эта потребность и даже необходимость в переходе от образа кры­

латого коня к тому обьекту, который ямяется крьmатым конем, 

особенно наглядно проямяется при построении свободных логик, 

где МЫ специально вводим в семаllТИКУ псевдообьекты для того, 

чтоБЫ иметь возможность указывать на рефереllТЫ пустых имен. К 
этому нас принуждает то обстоятельство, что вне рамок корреспон­

деllТСКОЙ концепции истины в принципе невозможно хоть какое­

либо понимание утверждений и их семаllТИЧеский анализ. Введение 
псевдообьектов достигает J'лавной цели - сохранить (пусть в нес-
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колько трансформированном виде) классическое отношение рефе­
ренции между языком и реальностью. Конечно, при этом мы неиз­

бежно расширяем понятие реальности и вынуждены вводить новые 
ее типы. 

Наиболее развернутую концепцию обоснования расширитель­
ного толкования реальности дал АМеЙнонг. Последний в [3] (см. 
также [4]) пытался обьяснить явную истинность одних и ложность 
других угверждений о несуществующих объектах в зависимости от 

природы самих этих объектов. Он различал несколько видов бытия. 
Наряду с бытием конкретных предметов, АМейнонг допускал в ка­
честве существующих такие предметы, как "золотая гора", 

·крьmатыЙ конь", "Гамлет". Кроме того, согласно АМеЙIIОНГУ, в ка­
честве объектов должны быть допущены и такие, как "круглый квад­
рат·. Статус рассмотрения всех этих объектов понимается им как 
внешний, безразличный по отношению к бытию инебытию. 

Обращаясь тепрь к SP = следует отметить, что данная система, 
по нашему мнению, предстаwшет собой в определенной степени 

формализацию в первопорядковом варианте семантических идей 
МеЙнонга. Как и МеЙIIОНГ, мы не отрицаем наличие референтов 

даже у противоречивых имен. Иначе говоря, мы принимаем самую 

широкую концепцииIO предмета, полагая, что любое первопоряд­
ковое имя, которое может быть образовано в языке, обязательно не­

что обозначает. Таким образом, интерпретация Sp= предполагает 
наличие трех сфер бытия - актуального, возможно и невозможно го. 
Что касается актуального бытия, то мы еще скажем об этом ниже, 
потенциальное же бытие - это область У, невозможное бытие - это 

область U-V. При этом множество U обязательно непусrо. Гарантом 
его непустоты яwшется то, что U - это область интерпретации неко­
торого языка, в котором строятся имена. Последние же (повторим 
это еще раз) обязательно нечто обозначают даже в том случае, когда 
это "нечто" не существует актуально. Введение данной области по­

зволяет, по крайней мере чисто теоретически, в полном объеме пе­
ренести на исчисление sp= обычную классическую референциаль­
ную интерпретацию. 

Действительно, D классической логике принимается принцип, D 

соответствие с которым каждый термин должен нечто обозначать в 
универсуме. Считается, что этому принципу не удовлетворяют такие 

имена, как, например, ·Пегас·, "Зевс·, "флогистон", "эфир·, "Андрей 
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Болконский" и т.д. Тем не менее мы достаточно часто высказываем 

заведомо истинные предложения, в состав которых входят указан­

ные пустые термины: "Андрей Болконский - герой романа 
Л.Н.Толстого·, "Зеве - глава олимпийских богов·, ·Инерциальная си­

стема - это система, не находящаяся под воздействием каких-либо 

внешних сил" и т.д. Более того, мы рассуждаем о соответствующих 

обьектах, и при этом наши рассуждения строятся на обычных зако­
нах классической логики. Чтобы это стало возможным, необходимо 
истолковать данные выражения как значащие, и полагать, напри­

мер, что значением термина ·Пегас" и "Зевс" являются мифологи­
ческие существа, значением для ·флогистона" и "эфира" - обьекты 
ложных научных концепций, для "идеального газа" и "инерци<, .ьной 

системы" - идеальные обьекты, а для "Андрея Болконского" - л ,тера­
турный персонаж. 

Зададимся теперь вопросом, что мы, собствнно, делаем, когда 
квалифицируем обьекты подобным образом. По нашему мнению, 
внутренний смысл подобной процедуры как раз и состоит во введе­
нии некоторого сорта возможных или невозможных обьектов. В са­

мом деле, что такое мифологические существа, литературные или 

религиозные персонажи. Если это Ilерсальные объекты, в чем со­
мнений нет, то это могут быть только либо возможные, либо невоз­

можные обьекты. Но раз универсум образован таким образом, что 

все эти псевдообьекты в нем содержатся, то мы можем ( по крайней 
мере чисто теоретически) воспользоваться как бы классической 
процедурой установления истинности aToMapHblX предложений ОТ­

носительно данной расширительно понятой реадьности. 

С обьективной точки зрения, класс, скажем, крылатых коней 

пуст и потому никакого Пегаса, как элемента данного класса, бьпь 
не МОЖe:f. С другой стороны, хотя класс реальных коней и непуст, 
среди его элементов тоже нет Пегаса. Orсюда следует, что, соотнося 

предложение "Пегас - конь· с обьеК1'ивной реальностью И применяя 

классическую концепцию истипы, мы вынуждены заявить, что дан­

ное предложение ложно. Совершенно иначе обстоит дело в случае, 
когда в качестве универсума берется класс мифологических существ; 

т.е. универсум составлен из возможных обьектов некоторой разно­

DИДНОСТИ. Теперь термин "Пегас" имеет значение D этой реальности 

И класс крьтатых коней оказывается непустым. Но тогда, если мы 
действуем без нарушений законов логики и в соответствии со все 
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той же корреспондеmской концепцией истины, мы вынуждены бу­

дем считать предложение ·Пегас - конь· истинным. 

В самом деле, ЮIасс крьшатых коней должен по законам логики 
ВЮIючаться в класс коней. При обычной экзистенциальной трак­

товке множеств это происходит в силу пустоты множества КРЬVlатых 

коней, если же последнее множество не пусто (оно содержит мифо­
логические существа), то тем самым просто ЮIасс коней расширя­
ется за счет ВЮIючения в его состав мифологических существ типа 

Пегаса. Таким образом, мы пришли к высказанной Д. Д. Льюисом 

идее о том, что с каждым предикатным термином необходимо свя­

зывать две экстенсиональные характеристики - обьем термина и его 
охват. Под обьемом термина понимается совокупность реально су­

ществуюющих обьектов, обозначаемых им, а под охватом - множе­

ство предметов, которые MOryr без противоречия мыслиться как 

подпадающие под данный термин. 

Такая постановка вопроса связана с еще одним немаловaжIIЫМ 
аргументом в пользу допущения в универсум возможных и даже не­

возможных обьектов, Т.е. в пользу допущения того, что любое пра­
вилыю образоваНllое первопорядковое имя нечто обозначает. Без та­
кого допущения имеет место некоторая незавершеНIiОСТЬ современ­

ной теории понятия. Чисто экзистенциальная трактовка обьемов 
понятий приводит к тому, что, например, обьемы понятий "бог" и 

"олимпийский бог· совпадают, так как оба являются пустыми. В то 

же время, сравнивая их содержание, информативности, естественно 

считать, что второе ПОllЯТие более информативно, чем первое. Итак, 

экзистенциальное равенство обьемов этих ПОllЯТИЙ lШохо согласу­

ется с их явным информативным несовпадением, что п;mмо ведет к 

нарушению закона обратного отношения ",~ежду обьемом и содержа­
нием понятиЙ. Чтобы спасти данный закон необходимо, следуя 

Е. К. Войшвилло (CM.[S]), различать логический и фактический обь­
емы ПОIIЯТИЙ. Под фактическим обьемом должно пониматься мно­

жество реально существующих объектов. Под логическим объемом 
следует понимать некоторое множество возможных обьектов или, 
иначе говоря, то; что ДЛьюис обозначал как охват понятия. 

Остановимся теперь на вопросе о сфере актуального бытия в се-­

маmике SP =. Обычно свободные логики строятся таким 06разо~., 
что в качестве одного из обязательных примитивных пре~'ИI{<\ТО!_ 

принимается одноместный предикат существования, обозаа·,;:;.с!'. ~! 
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символом Е. Желая при этом не отходить слишком далеко от здра­

вого смысла, эмпиризма и номинализма, авторы этих систем при­

нимают тот логичесJCИЙ постулат, которыt( фиксируется знамени­

тым картезианским тезисом ·cogito ergo sum". Если вычленить чисто 
логическую сторону дела, то данный постулат, можно выразить 

формулой Р(а)::>Е(а), Т.е. некоторому обьекту предицируется суще­
ствование при условии, что ему вообще истинно предицируется не­

которое свойство. 

Принятие данного принципа лежит в русле классической 
(аристотелевской) трактовки истины как соответствия наших утвер­
ждений обьекrиввой реальности. УказаНJlое согласование имеет глу­
бокий внутренний смысл. Действительно, мы хорошо представляем, 

что значит быть истинным предложением, когда речь идет о некото­

ром сущем предмете, так как представляем себе возможные способы 
проверки истинности таких утверждений. 

В ТО же время совершенно непонятно, каким образом можно 

проверять Ilаличие атрибутов у несуществующих объекrов. Это об­
стоятельство и создает в среде логиков тот психологичический кли­

мат, когда принятие ПРИJlципа Декарта становится чуть ли не един­
ственной парадигмой. 

Наличие указанного принципа несет информацию о характере 

допустимых способов предицирования. Истинная позитиваая пре­

дикация разрешается в этом случае лишь ДJШ актуально сущих объ­
ектов. Поэтому расширение универсума возможными объектами и 

допущение истинной предикации ОТJlОСИТельно них, должно приве­

сти прежде всего к отрицанию принципа Декарта. Именно так и 
присходит в SP=, где утверждение Р(а)::::>Е(а) перестает бьrrь зако­
ном системы. Более того, расширение универсума возможными 

объектами приводит к тому, ЧТО предикат существования из числ~ 
логических предикатов переходит в разряд обычных примитивных 

предикатов, Т.е. по споим логическим свойствам он перестает отли­

чаться чем-либо от других примитивных предикатов. Это находит в 
SP = свое оправдание в том факте, что предикат существования пол­
IЮСТЫО характеризуется в TO-fНОСТИ теми же принципами дедукции, 

что и любой другой примитивныи предикат. Поэтому, хотя sp= мы 
описали без яшюго 3t1данин предиката сущеСТiювания, ОН, н:м не 

менее, может считаТЬ('~l ПРИСУТСТnУЮЩИМ !,еиtJ;ю. Чтобы его з<\даrь. 
явно, ДОСТаТОЧНО п.),южить, НЫlример, '.,Т\ ~.".,.;:а()Jа,Ш'Jj, 1i'.1'·~ •. 
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тивный предикат (одноместный) как раз и ЯWlЯется предикатом су­
ществоваIlИЯ. 

для прояснепия сути дела зададим соответствующие определе­
ния. для этого потребуется дополнить семантику пунктами: 
(16) I (Е) неnyстое подмножество У, 
(УI0) I E(t) I f=u~f(t)EI(E) , 
а так же указать, что принципы stl и 512 выполняются и в том слу­
чае, когда Р - это предикат существования. 

Наличие в sp= предиката существоваllИЯ позволяет присоеди-
нить ]j( системе квантор существования, определив его следующим 

образом: 
ДЗ 3[аА]В[аА)~Н[аАI(В(аА)&Е(аА» 

Это сразу же дает возможность получить в sp= следующие теоремы: 
Т66. Е(аА)::>А(аА) - в силу st2. 
Е67. H[aA]E(aA)!S!3[aU]A(aU) 
г-

111I[aA)E(aA) - посьшка 
12.Е(аА) - Hu,I,aA - огр. 
I З.Е(аА)::>А(аА) - Е66 
14А(аА) - т.р., З, 2 
ISA(aA)&E(aA) - &0,4,2 
16.u(aA) - Т17 
171I[au](aA=aU) - =8,6 
18.aA=aU - Hu,7,aU - огр. 
19A(aU)&E(aU» - =u, 8,.l) 
1101I[aU)(A(aU)&E(aU» - Нв, 9 
I 11.3[aU1A(aU) - ДЗ, 10 
L-
121I[aA1E(aA)::>3[aU]A(aU) - ::>в, 11 
г-

11.3[aU]A(aA) - посьшка. 
121I[aU](AaU)&E(aU» ДЗ, 1 
I ЗА(аU)&Е(аU) - Ни, 2, aU - огр. 
141I[aA1E(aA) - Т13 из 3 
L-

S2 



5.3[аU]Е(аА):>И[аА]Е(аА) - :>0.4 
T68.E(TaA)s3[aA](s=aA). где s - абсолютно ограниченная универ­
сальная константа 

Т69.3[аА]В(аА):>3[,8В]А(,8В) 
Т70. ,Е(а(В& ,В» - о силу теоремы ТЗ9 
Т71. ,Е(а ,Е) - частный случай Т44 
Т72.н[аА]Е(аА)Е3[аЕ]А(аА) 
Т7З.Е(аА)=3r,вtJ](рU =аА) 
Т74.3[аА]В( аА) в3[Рu](ЛРU)&В(,8U» 
Т75.3[аА]В(аА):>Н[аА)В(аА) 
Т76.(В(рА)&Е(раА»::>3[аА](s=аА&В(s». где s - абсолютно ограни­
ченная универсальная константа 

Т77.3[а ,А](а ,A=t):> ,З[аА](аА=t) 
Т78.(.= raA&E(TaA»:>A(t) 
Т79.Е(таА(а»вЕ(rа(А(а)&Е(а») 

l.Е(таА(а» - посьшка 
2. ,E(ra(A(a)&E(a» - посьmJCa 
З. ,З[аU](А(аU)&Е(аU» - из 2 по Т67 
4. 'И[аU](А(аU)&Е(аU» - дз. 3 
5.V[aU] ,(A(aU)&E(aU» - де Mopraц. 4 
6.u(TaA(a» - Т17 
7А(таА(а» - из 1 ПО Т66 
8А(таА(а»&Е(таА(а» - &0. 7. 1 
9. , (А(таА(а»&Е(таА(а» - из 5 и 6 ПО AS 
10.протипоречие 9. 8 

В другую сторону доказательство ведется так: 

l.Е(та(А(а)&Е(а») - посьшка 
2. ,Е(таА(а» - посьшка 
ЗА(та(А(а)&Е(а»)&Е(та(А(а)&Е(а») - из 1 ПО st2 
4. ,Н[аU]А(аU) - из 2 по Т67 
5. ,Н[аU](А(аU)&Е(аU» - дз. 4 
6.V[aU] ,(AaU)E(aU» - де Морган. 5 
7.u(T(A(a)&E(a») - Т17 
8. , (А(та(А(а)&Е(тс.:(А(а)&Е(а»» - из 6. по AS 
9.пРОТИDоречие З. 8 

Т80. ,Е(та 1>(а»::>(та 1>(a)~Ta(1>(a)&E(a») 
1. ,Е(та 1>(а» - посьшка 
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2.У[а 1'(а)]1'(а 1'(а» - stl 
З.1'(та 1'(а» - V'u, 2 
4.та 1'(а) = та«1'а)&Е(а» - посьmка 
5.1'(та(1'(а)&Е(а») - =u, 4, З 
6.1'(Ta(~(a)&E(a»)&E(Ta(1'(a)&E(a») - из 5 по st2 
7.Е(та«1'(а)&Е(а») - &и, 6 
8. ,Е(та(1'(а)&Е(а») - =и, 4,1 
9.Противоречие 7, 8 

Т81.У[а 1'(а)] ,Е(а 1'(а»:> ,1'(та(:Р(а)&Е(а») 
1.У[а 1'(а)] ,Е(а 1'(а» - посьmка 
2.1'(та(1'(а)&Е(а») - посьmка 
З:?(та(1'(а)&Е(а»)&Е(та(1' а)&Еа») - из 2 по st2 
4.1'(та(1'(а)&Е(а») I 
5.Е(та(1'(а)&Е(а») I - &и, З 
6.н[а 1'(a)J(ra(1'(a)&E(a»=a 1'(а» - =8,4 
7.та(1'(а)&Е(а»=та 1'(а) - Ни,6,та 1'(а) - огр. 
8.Е(та 1'(а» - =и, 7,5 
9. ,E(ra 1'(а» - V'и, 1 
10.Противоречие 8, 9 

T82.E(raA):>иra(A&E)](TaA=a(A&E» 
Наконец. в Sp= может быть введен гильбертовский е-оператор 

посредством КОlIтекстуальноro определения: 

Д4.В(еаА)~В(таА)&Е(rаА), а также КОlIтекстуально определен ,­
оператор через определение: 

Д5.B(,aA)~B(eaA)&Y[aA]Y[,8A](aA=pA) 
В этом случае можно вывести теорему о переимеRОВании ta и а опе­
раторов специфицированных термов: 

Т8З.В(,аА( а»:> (таА( а) = TpA(fJ» 
l.в(tааА( а» - посьmка 
2.V'[aA(a)JV'[,8B(fJ)](aA(a)=pA(fJ» - Д5, 1 
таА(а) = TpA(fl) - V'и, 2 

Т84.в(,аА(а»&А(,аВ(а»:>(таА(а)=rаВ(а» 
l.в(,аА(а»&А(,аВ(а» - посылка 
2.в(юА(а» I 
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ЗА(,аВ(а» I - &и, 1 
4.таВ(а) = Tpв(fJ) - из З по Т8З 
5.в(таА(а» - Д5, 2 
6.Н[,8В](rаА(а)=РВ(fJ) - =8,5 



7:raA(a) = TfJВ(jJ) - Ни, 6, TfJВ(jJ) - огр. 
8.таА=таВ(а) - транзитивность 4, 7 

В sp = имеет место также следующая важная теорема: 
T85.(E(aA)&V[aU](A(aU):::>C(aU»):::>H[ac]E(ac) 

Итак, предикат ·существования ни с семантической, IIИ с дедук­

тивной точек зрения не отличим от обычных примитивных преди­
катов, специфичность же его синтаксического употребления опреде­
ляется лишь дефинициями Д3, Д4, и Д5, где использование преди­

ката существования и именно предиката существования оказывается 

существенным. 

Важной особенностью sp= ЯWIЯется то, что здесь не дей<lВУет 
закон сиnnогистического тоджества в форме А(аА). Это поз; шяет 
поставить вопрос о несовпадении двух отличных друг от друга мыс­

лительных процедур - предикации и характеризации. Речь, соб­
ственно, идет о двух способах использования в языке выражений, 
относящихся к семантической категории предикаторов, Т.е. языко­

вых конструкций, выражающих свойства и отношения. С одной сто­
роны, эти конструкции используются для характеризации IleKOТo­

рого объекта, что достигается nyrем построения его описателыIго 

имени аА(а). С другой стороны, мы можем предицировать 
(утверждать) наличие признаков У предметов, что осущест81IЯется 
формулировкой предикатнЬL( выражений вида А( а). 

Конструкции аА(а) и А(а) имеlOТ различный смысл. Действи­
тельно, Sp = строится таким образом, что на процесс характериза­
ции не накладывается никаких ограничений: мы можем в пределах 

первопорядковой структуры строить любые описательные имена, в 

том числе и заведомо противоречивые. В этом находит свое выра­

жеllие та свобода творческого, созидательного начала, которая так 
присуща человеческой деятельности. Однако, чтобы sp= не оказа­
лась противоречивой, необходимо как-то "ЛУ исходную свободу по 

построению описательных имен ограничить. Этой ограничительной 
задаче как раз и служит отказ от сиnnогистического тождества 

А(аА). Иначе говоря, если даже некоторый предмет и охарактеризо­
ван как обладающий свойством А , это еще ое означает, что можно 
предицировать предмету аА( а) свойство А, Т.е. yrвeрждать А( аА( а». 
Ситуация здесь напоминает ту, которая имеет место в Prinicpia 
Mathematica Б.Рассела. Последний тоже допускает использование 
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произвольных описательных имен, Но условия приписывания 

свойств объектам ограничивается 1'аким образом, что истинная пре­
дикация оказывается возможной только относительно lIепустых ( в 
смысле фактуальной насыщенности) описательных имен. Но подо­
бное решение в определенной степени неудоWIетворительно, а огра­

ничения, наложенные Б.Расселом, ЯWIЯются слишком жесткими. 
Поэтому в sp= условия на предикацию ·смягчаются·. Единствен­
ным формальным ограничением становится отказ от сиmюгисти­
чес кого тождества А(аА). 

Предикация ЯWIЯется весьма сильной формой связи объекта с 
признаком, ибо из предикаации А(а) вытекает и возможность по­
строения соответствующей характеризации, Т.е. построеllИЯ описа­

тельного имени аА( а). Эrо прямо следует из принятия праВШIа = в. 
Однако переход в обратную сторону, от некоторой характеризации 

объекта к соответствующей предикации, в общем случае неправоме­
рен. Например, если некоторый объект а охарактеризован как аА( а), 
Т.е. а=аА(а), то это еще не означает, что мы можем в Sp= получить 
утверждение А(а). Доказуемо лишь утверждение 

(а=аА(а)&А(аА(а»)::>А(а), 
где роль силлогистического тождества А(аА) вполне очевидна. 
Именно тождество последнего вида позволяет осуществить преди­
кацию А(а), Т.е. ·вытащить" характеристику из выражения аА(а) и 
предицировать ее объекту. 

Важность этого обстоятельства можно продемонстрировать на 

примере так называемого онтологического доказательства бытия 

Бога. 
Определив Бога выражением r~(B(x)&E(x», Т.е. т<:.ким описа­

тельным именем, в состав которого в явной форме вошел предикат 

существования, Ан сельм считал далее возможным "вытянуть· суще­

ствование из характеристики В(х)&Е(х), чтобы предицировать его 
такому псевдообъекту, как Бог. Однако такая процедура перехода от 

характеризации некоторыми свойствами объекта к их предикации 

неправомерна. Это возможно только в случае, если объект, задава­

емый выражением ц(в(х)&Е(х) ЯWIЯется возможным, Т.е. для него 

верно утверждение силлогистического тождества. Но, примешш по­

следенее к выражению rx(B(x)&E(x», будем иметь: 
B(rx(B(x)&E(x)&E(TX(B(x)&E(x))), 
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где второй член коньюнкции как раз и предстамяет собой угвер­

ждеиие о существовании Бога. Таким образом, рассуждение Ан­

сельма некорректно в том смысле, что для доказательства бытия 
бога 0110 уже должно содержать в качестве допущения угверждения о 

его существовании. Более детальный анализ этого доказательства 

содержится в [6], где существенную роль играюr доказанные выше 
теоремы Т79, Т80, Т81,Т82,Т85. 

Вопрос об истинности предикации относительно псевдообъектов 
чрезвычайно важен для понимания SP=. ОБЫЧIIО истину трактуют 
как категорию объективную, характеризующую отношение наших 
утверждений к тому, что объективно существует вне нас, ибо ,олько 
в таком случае можно говорить о независимой от языка эмп, ричес­

кой, опьЛ'ной проверки угверждениЙ. 

С совершенно иной ситуацией мы сталкиваемся в том случае, 

когда имеем дело с заведомо нереальными фикциями. Говорить 

здесь об объективной истинности предикации не представляется 
возможным. Но означает ли это, что мы вообще в данном случае не 
можем говорить об ИСТИШI0С7И предикации? И что должно означать 

в таких условиях принятие для SP = семантики референциального 
типа, где понятие истины занимает центральное место? Ответы lIа 

эти вопросы можно получить при рассмотрении, например, теоре­

тического естествознания Ю\К совокупности таких ДИСЦИIШИII, где 

развитие наших представлений о мире идет через оформление не 

только сферы истинного знания, но и знания гипотетического, про­
блемного характера. Наличие подобного знания указывает на то, что 
два процесса - построение предикации и устаllОWlение истин­

ностных оценок - не всегда совпадаюr во времени. Ведь прежде чем 
мы получим возможность ставить вопрос об истинности той или 

иной предикации, нам предварительно необходимо саму эту преди­

кацию сформулировать. Таким образом задача теоретического есте­
ствознания становится двуединой. Она состоит не только в том, 

чтобы решать вопрос об истинности наших угверждений о мире, но 
и в том, чтобы предварительно построить (предложить) некоторую 
систему взаимосвязанных угверждений, которая вначале выступает 

в качестве гипотетического знаllИЯ и которая далее будет проверятся 
на истинность. 

Именно для решения этой задачи - построения взаимосвязан­
ной системы предикации - нам и нужна референциальная семан-
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тика для sp=. И здесь понятие истины непосредственно 

оказывается необходимым. Ведь взаимосогласованность как раз и 
должна состоять в согласованности по истине. И это верпо даже в 
том случае. когда yrверждение об истине носит сугубо 

гипarетический характер. 

Итак, мы не предполагаем. что семантика для Sp= прямо указы­
вает на возможность устанавливать объективную истинность тех 
атомарнных yrверждениЙ. субъектами Karopьax являются псевдооб1.­
екты. Она позволяет лишь строить взаимосогласованную. Т.е. непро­
тиворечивую систему предикации. Однако. признав это. мы пришли 

к новому вопросу: коль скоро семантика SP = не расчитана на то. 
чтобы практически осуществлять отбор истинной предикации. то на 
каком основании мы должны принимать или не принимать опреде­

ленные предикации? Например. должны ли мы принять yrвержде­
ние ·Пегас - крылатый конь·? Или это yrверждение должно быть (Л­
брошено? 

для решения этоro круга задач мы постулируем в SP= два де­
финициальных правила. позволяющих работать с дефинициями: 

а~щА(а )&А(таА(а» 
nRl -----J. --J. -----J. --J. ---

А(а) 

:P(al· .. ·Pn)~A(al· ... Pn)&A(al·· .. ~A(al····Pn)····Pn) 
nR2 ----J.------J.-------------------------

[ai'(al·-.c:, .-Pn»)А(аl'М'.с:,:Р(~ ''''''1'-''Ь ) •... "Ь) 
Выражения. стоящие в заключениях этих правил. хarя и не обя­

заны быть объективно истинными. могут тем не менее "'Рактоваться 
как принятые. а именно - принятые в силу дефиниции. Если угодно. 
о них можно roворить и как о дефинициально истинных предложе­

ниях. но. конечно. термин ·истина· используется здесь уже не в 
обычном классическом (аристarелевском) смысле. Т.е. корреспо­
ндентсlCЗЯ концепция истины теперь заменяется концепцией коге­

рентной истины. 

Пусть значение термина ·Пегас· задается определением: 
Пегас~а(Кр(х)&К(х»&Кр(Тх(Кр(х)&К(х»)&К(Тх(Кр(х)&К(х»). 
где Кр(х) - ·х крьшаТ- и К(х) - ·х конь·. Используя правило nRl. по­
лучаем следующую предикацию: ·Пегас - крьшат и Пегас - копь·. 
ЧТО как раз и есть утверждение ·Пегас - крьшатый конь·. 

58 



Очевидно. далее, что любой предихат, который логически выте­
кает из свойства "быть крылатым" или из свойства "бьrrь конем·, бу­
дет также дефинициально истинен для Пеrnса. Это определяется те­

оремами 1'25, Т26, 1'27. Кроме того, мы можем принять новые де­
финиции, задающие предикаты ·крьтат· и ·конь· и по правилу ДR2 

получить ряд новых yrверждений о Пегасе. Этот процесс может про­

должаться И далее, порождая таким образом систему взаимосвязан­
нЫх yrверждениЙ. Надо иметь ввиду также и следующее обстоятель­
ство: мы можем на базе SP= строить некоторые теории и потому 
ряд yrверждений может быть введен аксиоматически. 

Конечно, указанный способ обоснования yrверждений страдает 
тем недостатком. что он зависит от корректности принятых дефи­

ниций, т.е. от того, будет ли иметь место силлогистическое тожде­
ство А(аА). Выше указывалось. что данное силлогистическое тожде­
ство справедливо для непротиворечивых предикатов А(а). Однако в 
силу неразрешимости первопорядковой J\ОГИКИ. у нас нет средств 
для однозначного решения вопроса. какой предикат логически про­

тиворечив. а какой нет. Более того, дело осложняется также и тем, 
что даже в случае логической непротиворечивости предиката А( а) 
он может оказаться фактуально противоречивым. если к Sp = добав­
лена некоторая совокупность фактуальных постулатов аксиомати­
чески. Например. предикат ·круглый (х)&КвадратныЙ(х)· логически 
непротиворечив, но если к Sp = присоединить постулаты reoметрии, 
то это предикат станет в так расширенной системе уже противоре­

чивым. Таким образом, у нас нет способов решения вопроса о не­
противоречивости (логической или фактуальной) тех или иных пре­
дикатов. Вопрос этот может быть решен только в ходе познания, в 

ходе развертывания некоторой системы знания, так как этот процесс 

не только порождает одни истины из других, но и способствует вы­
явлению cКPbrrыx противоречий. 

Это положение. может бьrrь, выглядит несколько необычно 
только в силу ТОГО, ЧТО мы часто забываем об искусственности той 
ситуации, которая описывается А.Тарским в его определении поня­
тия истины по схеме • • р. - истинно Ер· И которая приводит к кор­

респондентской идее, что каждG~ атомарное преДложение может 

бьrrь оценено как истинное или ложное неэависимо от истинности 

других предлжениЙ. На самом же деле, это просто удобllая идеали­

зация, а реальный процесс познания таков, что во МIIОГИХ случаях 
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определить истинность одних предложений независимо от истинно­

сти других совершенно невозможно. Например, именно· таков ха­

рактер yrверждений геометрии. Определение истины по Тарскому -
это только абстракция, согласно которой действительность нам, 

якобы, дана полностью и окончательно, во всем объеме и наглядной 

форме. Принимая для тех или иных целей такую концеПЦИIQ 

нашего познавательного отношения к миру, нельзя в тоже время 

забывать о творческих способностях человека, о его познавательной 

активности, которая позволяет нам нечто yrверждать не только 

относительно и и связи с наличной действительностью, но и 

рассуждать о прошлом и будущем, об объектах гипотетической 

природы, Т.С. нельзя забывать, что у нас есть не только глаза и уши, 

но е.."Ть также мышление и логика. 
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Сидоренко Е.А. 

РF.ЛЕВAIПНAЯ РЕЛЯЦИОННАЯ СЕМAlПИКА С 

ДВУМИРНЫМИ ТОЧКАМИ СООТНЕСЕНИЯ 

Предлагаемая здесь семантика отличается от обычной семан­
тики крипкевскоro типа тем, что отношение достижимости устана­

вливается не на множестве отдельных миров, а на их упорядоченных 

парах. Каждую такую пару составляют мир атомарных предложений 
и мир формул. Именно эти пары и составляют то, что мы называем 
·миром· или универсумом рассуждения. Принципиальной особен­

ностью вводимой семантики является то, что никакая формула не 
является в ней тождественно истинной или тождественно ложной в 

том смысле, что для всякой формулы имеются универсумы рассуж­

дений, в которых она может быть верифИ'цирована и такие, в КОТО­
рых она фальсифицируется. При этом семантически истинной счи­
тается только такая формула А, которая верифицируется в каждом 
мире, в котором верифицируется соответствующая релевантная им­

пликацияА .. А. 

Семантика системы Е 

Мы начнем с построения семантики для известной релевантной 

системы Е Андерсона и Белнапа (аксиоматическое построение си­
стемы Е при водится ниже). Сначала будет изложена техническая 
сторона деда, а потом будут даны некоторые содержательные объяс­

нения. 

Язык релеваmной пропозициональной логики содержит беск~ 
нечное число ПРОПОЗИЦИОllалЬJlЫХ переменных и следующие логи­

ческие связки:"·" - конъюнкцию;v" - дизъюнкцию,"," - отрицание 

и· ... • - (релеваmную) импликацkю. 
Модельная CТP)'КТYI1a представляет собой пару <W,R>, где W 

есть бесконечное множество Уllиrг:рсумов рассуждений (миров) Wl' 
w2' ... , каждый \Vj ИЗ которых В свою очередь представляет собой 
упорядоченную пару < JVja, w{>. Первый член это" пары, или ато­
марпый мир, есть некоторыи список литералов (пропозициональ-



НЬL'( переменных или их отрицаний). Требование полноты, согласно 
которому для каждой пропозициональной переменной в а'l'омарный 

мир входит или сама переменная или ее отрицание, к атомарным 

мирам не предъявляется. В принципе такой мир может быть даже 

пустым. Вместе с тем вводится требование непротиворечивости 

атомарных миров: никакая пропозициональная переменная D не 

может входить ни в какой мир WiD одновременно со своим 
отрицанием. 

В свете последних семаlПИЧеских веяний это столь естественное в 

недавнем прошлом требование можer показаться достаточно неожи­

данным. Скажем сразу поэтому, что в предлагаемой семантике это 

требование в чисто техническом смысле не является существен­
ным, так как по причинам, которые будут ООьяснены ниже, оно не 

исключает возможности верифицировать IIротиворечивые формулы. 
Введение этого требования связано поэтому лишь с некоторыми 

идеологическими и методологическими предпочтениями автора, 

который, как логик, никак не желает допускать существования (тем 
более в качестве исходных) "невозможных" возможных миров. Такое 
неприятие противоречия в атомарном, фактуальном мире никак не 

исключает возможности его появления в универсумах рассуждений, 

например, за счет каких-то допущений, которые могут быть наме­

ренно или ненамеренно противоречивыми. 

Второй член пары, w{ - мир следствий, есть множество формул 
принятого языка, в нашем случае ЯЗЫI\a исчисления Е. К данному 
множеству предъявляется только следующее требование коН'Ьюн­

ктивной замкнутости. Если А и В - элемеlПЫ этого множества, то 
КОН'ЬЮНКЦИЯ А-В также является его элемеlПОМ. И, если (С"А) и 
(С-Р В) - элемеllТЫ такого множества, то к числу его элемеlПОВ при­
надлежит (С .. А -В). Формально: 

V"J«A Е w/)&(B Е w/):> (А-В Е w/». 

Vw/(C .. A)E w/)&(C .. B)E ~/):> (С .. А-В)Е w/). 

Наконец R является бинарным рефлексивным и траНЗИТИВIIЫМ 
отношеllием достижимости lIa W. При этом выражения RWiWj и 
Rw;Dw/ рассматриваlOТCЯ как идеlПИЧllые. 
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Мы используем выражения Т(А )/W; и Р(А )/Wj для yrверждений о 
верифицируемости и соответственно о фальсиq>ицируемости фор­

мулы А в мире W;. Заметим, что эти yrверждения будуг рассматри­
ваться как совершенно тождественные yrверждениям T(A)/w;Q и 
Р(А )/WjQ соответственно. Будуг справедливыми также следующие 
соотношения: 

T(A)/w;= F("1A)/w; и T("1A)/wj= F(A)/wj. 

Определеllне Dl: В мире wjQ формулы верифицируются нсЮIЮ­
чительно в соответствии со следующими условиями: 

(1) ЕслиА - пропозициональная переменная или ее отрицание, 

иА входит в список WjQ, то T(A)/Wj. 
(2) Т(А -B)/w; = Т(А )/Wj и Т(В )/Wj. 

(3) Т(А VB)/wi = Т(А )/wi или T(B)/wi. 

(4) Т( -,(А V В) )/Wj = Т("1А )/w; и Т( ,в)/w;. 

(5) T(-,(A-B»/w; = T("1A)/wi или т(,в)/w;. 

(6) T(-,(A ... B»/w; = ЗWjRw,Wj &T(A)/wj &F(B)/wj" 

Мы прервем теперь определение D1. чтобы принять некоторые 
соглашения. Введем с чисто техническими целями Вllеязыковую 
бинарную связку "-->", которую мы называем кваЗИИМlUшкациеЙ. 
Заметим, что понятие правильно построенной формулы при этом 
не изменяется, так как знак квазиимпликации в формулу входить не 
может. 

(A-->B)/w; =df Vw/Rw;Wj -:;)(T(A)/Wj -:;) T(B)/Wj&(B Е W/»& 

.&(T(@B)/Wj -:;) (T(@A)/Wj&(T@A Е w/»&(T(@AVB)/Wj). 

Логические знаки, связывающие метавыражения и OТCyrCТBY­

ющие в нашем объектном языке, должны пониматься здесь как ме­

тасимволы с соответствующими значениями. Выражеuие вида @А 
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означает !А илиА', когдаА имеет вид !А'. Иными словами, данное 

выражение говорит о добавлении к соответствующей формуле знака 
отрицания или снятии у нее одного из таких знаков. 

На отношение достижимости R налагаются ограничения, в соот­
ветствии с которыми: 

(А-->В)/ИJ & VCVw/Rw,Wj -:J(F(C-+B)/wj -:J ,(С-+А)Е w/» -:J 
-:J «С .. А) -->(С -+ B»!VJj ). 

УС«С-+А)-> (C-+B»/wj -:J VD«D -+!; -+А)--> (D-+L -+ B»/w;. 

Определение Dl (продолжение): 

(7) T(A-B)/w; = T(@B-®А)/wjz(А->В)/w,.&VС«С-А)--> 
--> (C-B»/wj. 

(8) VWj(T(A)/w; -:J T(B)/w;) & (T(C)/w; -:J T(D)w/ j ) -:J. 

-:J. VWjT«A-В).(С-+D)-+Е)/wj -:J T(E)/wi. 

Определение условий верификации формул завершено, и можно 

сделать некоторые пояснения. 

Обратим прежде всего внимание на то обстоятельство, что 

можно вести речь о верифицируемости и фальсифицируем ости 

фОРМУЛЫ в некотором мире Wj или в его атомарной части, но не в 
мире следствий. В последний фОрМУЛЫ могут только входить или не 

входить. Пропозициопальная перемеllНая или же ее от;шцание мо­

гут верифицироваться в мире wja также и IlрИ отсутствии их В соот­
ветствующем списке Wia литералов. Так, например, в случае верно­
сти в wja импликации р - q и ее антецедента р в этом мире будет 
верифицироваться q независимо от того входит ли q в список wja 
или же нет. 

Важно заметить здесь, что указанное обстоятельство открывает 

возможность всрифицировать в атомарных мирах противоречивые 

формулы несмотря на предъявляемое к пим трсбованис нспроти­

воречивости относительно непосреlКТВСШIO входящих u них литера­
лов. Это ясно из того, что импликация может обеспс'IИТЬ всрифици­

руемость своего консекпента в мире, где верифицируется его отри-
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цание, да и сам консеквекг может изначально быть противоречи­

вым. 

Хотя формулы с классическими связками верифицируются в 

атомарных мирах стандартным образом следует иметь в виду, что 

дизъюнкция Р v q может верифицироваться в таком мире, в котором 
нельзя верифицировать ни р, ни q. Так в случае верности в мире Wj 

импликzции 'p"'q указанная дизъюнкция яnлется истинно" во всех 
достижимых из Wj мирах, причем это означает, что во всех этих ми­

рах истинно р ми q, но не обязательно изве..."Тно, какое именно из 
них. Можно сказать, таким образом, 'ПО дизъюнкция понимается 

здесь неконструктивно. 

Главные разъяснения относятся, естественно, к той част опре­

деления Dl, которая связана с верификацией релевантной импли­

кации. На атомарные миры не делается никаких ограничений с 

точки зрения их ПОЛIIОТЫ. В них не исключается также возможность 

верификации противоречивых формул. Это, очевидно, не позволяет 

верифицировать ми фальсифицировать во всех возможных мирах 

IIИ одну ИЗ формул, содержап:yIO только классические связки. 

Такой подход, как известно, позволяет построить семаfПИКУ так 

называемой первопорядковой релевакгной логики, описывающей 

утверждения видаА ... В, гдеА иВ - формулы классической логики l. 
Как мы увидим ниже, в нашем случае верность В во всех мирах, в 
которых верифицируется А, тоже будет означачать, что А ... В имеет 
cWIY в релевакгной логике, но это отнюдь не значит, что эта послед­
няя формула верифицируется во всех мирах. То обстоятельство, 
что, скажем, во всех мирах, где верифицируетсяА, верифицируется 

само А, а также А VB, , ;А и Т.П., рассматривается как свидетель­
ство чисто фактического положения дел, не дающее еще основания 
для утверждений о верификации соответствующих импликаций: 
А ... А, А ... AvB, A ... ,iA ит.д. 

Утверждение об импликаТИВlIОЙ связи (логичесКОЙ ми онтоло­
гичесКОЙ) не может быть обосновано никаким фактическим поло­
жением дел до тех пор, пока такого рода связь между какими-то Bы-

1 См. по этому поводу Войшвuлло Е.К. Философскtr.wemодо.яоzuоис/Ше аспекты 
релевантной ЛОlU1Ш. М.,1988. 
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сказываниями (событиями) не будет постулирована2. Заметим, что 
и в тех случаях, когда речь идет об импликации между двумя им­

пликациями же, истинность первой из которых детерминирует 

истинность второй, мы все равно не имеем ее (этой ИМWIИкакции 

импликаций) верифицируемости во всех мирах. Так, в силу Dl во 
всех мирах, где верноА - В будет верифицироваться С - А -1: - В. 
Но сам ПрИIlЦИП транзитивности А - В-. С-А -.С - В, как и лю­
бой иной логический принцип, верифицировать во всех мирах не 
удастся. Собственно это обстоятельство и является сердцевиной и 
принципиальной особенностью предлагаемой семантики. 

Именно для этого используется имеющийся в каждом универ­
суме рассуждений Wj мир следствий w{, который мы будем назы­
вать таюке теоретическим миром или "вторым этажом". При этом 

импликация А -В верифицируется в мире Wj только при условии, 
что во всяком достижимом из Wi мире W·, в котором на "первом 

этаже", т.е. в атомарном мире верифициРlется А, на втором этаже 
имеется В. То, что В должно верифицироваться также и на первом 
этаже очевидно. Требуется также, чтобы в указанных мирах в случае 

фальсификации В (верификации -,11) на втором этаже бьuIO k4. За 
счет этого реализуется принцип контрапозиции импликации. 

Очевидно, что необходимо учесть следующую ситуацию. Пусть 

в некотором мире верифицируются формулы: (А -В), (А - -,11), 
(А-+С), (А-,С) иА. Тогда в каждом достижимом мире, в котором 
будет ИСТИlIlIоА, для В и С (которые могут быть между собой никак 
не связаны) будет иметь силу оговоренное выше условие: на первом 
этаже верифицируется В, на втором имеется С, и т.д. Иначе говоря, 

экстенсионального характера задания условий истинн')сти импли­

кации преодолеть пока не удается. 

для решения этой задачи и выдвигается требование, чтобы об­

суждаемое условие имело силу при верификации А -В не только для 
А и В, но и для (С-А) и (С-В), где С - произвольная формула. В 
силу того, что число таких формул С является бесконечным, нет ни­
какой возможности реализовать это требование чисто экстенси­
оналЫIЫМ путем. Дело в том, что (С -А)-->(С - B»jw; принци­
пиально возможно обосновать только в случае постулирования А-В 

2 Именно в силу этого обстоитс:.льства мы рассматриваем предлагаемую семан­
тику как семантику юмовскоro, а не лейБНИЦевскоro типа, в которой логические 
истины рассматриваются ках истины во всех возможных мирах. 
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или получения его из других утверждений о следовании в соответ­

ствии с имеющимися семантическими требования'.1И. 

Необходимо пояснить теперь, за счет чего происходит замы­
кание миров относительно своих семантических следствий. Что ка­

сается атомарных миров, то здесь все достаточно очевидно: такое 

замыкание имеет место в СIШУ самих условий верификации. В мире 
следствий дело обстоит иначе, так как здесь речь о верификации во­

обще не может иметь места. Пусть в lIекотором мире яnляется вер­

ным А ... В, и пусть С есть семантическое ослабление формулы В. 
Тогда в каждом достижимом мире, в котором истинно А, в мире 

следствий наряду с В должно быть также и С (а число таких С, оче­
видно, яnляется бесконечным). Такое требование реализуется за счет 

принципа контрапозиции и семантической замкнутости атомарных 

миров. 

Действительно, допустим в качестве С выступает формула В V D. 
Так как в избранном наыи мире яnляется вернымА"'В, в этом мире 

верно также -,в ... -vt. И поскольку в -,в яВляется сематическим ос­
лаблением ,(BvD), то в силу пункта (8) определения Dl верным 
будет также ,(BVD) ... -vt, а значит и А ... В vD. Это обеспечивает на­
хождение консеквента последней формулы в соответствующем мире 

следствий. И так дело обстоит для любых семантических ослабле­
ний формулы В. 
Мы можем теперь показать, что построенная нами семантика, 

которую мы в дальнейшем будем обозначать как sea, адекватна си­
стемеЕ: 

АКСUО'мыЕ: 

Аl.(А ... А). (В ... В) ... С"'С 
АЗ.А ... В ... t:; ... A ... t:; ... B 
А5.А·В .. А 
А7. (А .. В)·(А-+С) .. А .. В·С 
А9.В .. AvB 
Аll.А ·(BVC)-A ·В\'С 
А 13. А· ~ -,(А "'В) 
А15.,,,4 -А 

Правила вывода Е: 

А2.А ... В ... В-+С ... А ... С 
А4. (А"'А -В)"А-В 
А6.А·В -В 
АВ.А ... AvB 
АI0. (A-С)·(В ... С)-АуВ-+С 
А12.А ... В .... -,в-,,4 
А14.А - ,,,4 
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Rl. ИзА ... В иА следует В (Modus ропеns, сокращенно: МР). 

R2. ИзА и В следует А -В (Правило адъюнкции). 

Как уже отмечалось, никакая формула А не является в семантике 
Sea ни тождественно истинной, ни тождестиенно ложной в том 
С'-fысле, что всегда найдутся миры, в которых А не верифицируется, 
а значит и такие в которых А не фальсифицируется, Это относится, 
очевидно, и ко всем аксиомам и теоремам системы Е. В связи с 

этим, чтобы иметь возможность говорить о семакrической истин­

ности теорем Е, вводится специальное понимание семакrической 

истинности. 

Определеllllе D2. Некоторая формула В называется семакrически 
истинной в семантике Sea (символически: I=B), если и только если 
во всяком мире W;, в котором верифицируется В ... В, вери­
фицируется В. Или qюрмально: 

Лемма 1. Если vw,{T(A ... A)/W;:::> T(B)/w;, то I=B. 

Справедливость леммы вытекает из следующих утверждений, 

верных для любого мира Wj: 
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(T(A ... A)/W;:::> T(B)/wj (1) 

T(B"'B)/W;:::> Т«А ... А)"'В .... (A ... A) ... B)/wj 

T(B ... B)/w;:::> T«A .. A) .. B)/w; 

T«(;t"A)"'B)/w;:::> T(B)/w; 

(T(B .. B)/wj :::> T(B)/wi 

(4) 

(5) 

(2) 

(3) 



Утверждение (1) очевидно берется как посьmка. Справедливость 
(2) очевидна. Утверждение (З) вьпекает из (2) и (1) в соответствии с 
пунктом (8) определения D1. На основании этого же пункта являе­
еся верным (4).Наконец (5) получается по транзитивности из (З) и 
(4). Лемма доказана. 

Похажем, что все доказуемые в системе Е формулы являются в 
Sea семашичесlCИ истинными в смысле D1. 

Мnaтeopeмa МТl. ECJm форму»а В ecrь теорема систещ.z Е, то 
рВ BSea. 

Начнем с доказательство с констатации следующего фапа. Если 
формула имеет ВИД ИМIШикацииА .. В, то для того, чтобы убедmъcя 
в ее семашической истинности достаточно показать, что В верифи­

цируется во всех мирах в которых верифицируется А. Действи­

тельно, если дело обстоит указанным образом, то утверждение о се­

мантической истинностиА .. В получается из А-+В ".А .. В немед­
ленно в силу пункта (8) определения D1. 

Семантическая истинность аксиомы А1 немедленно вытекает из 

пункта (8) определения. По причине, которая станет ясной ниже, мы 
обратимся прежде к аксиоме АЗ, а затем уже вернемся к А2. В акси­

оме АЗ верифицируемость ее консеквеllта является, в соответствии с 

Dl, условием верифицируемости ее, и зuачит аксиома семанти­

чески истинна. Семантическая истинность А2 за счет припципа 

КОlIтрапозиции может быть обоснована также, как и АЗ. 

Семантическая истинность аксиомы А4 вытекает из того, что 

условием верификации антецедента этой аксиомы, т.е.А .. А .. В, яв­
ляется верификация ее же консеквеIrrа А-В. 

Что касается аксиом А5, А6, А8, А9, то их семантическая ИСТИII­
ность очевидна. У аксиомы А 7 ЭТО свойство вытекает из коныо-­
КТИВIюй замкнутости любого мира следствий. Аксиома А10 за счет 

ПРИllципа контрапозиции сводится кА 7. СемаIrrическая истинность 
всех остальных аксиом АII-А15 с очевидностью вытекает из усло­

вий верификации соответствующих формул. 

Мы установили, таК"lМ образом, что псе аксиомы системы Е се­

маптичеСЮl истинны, и значит l"'ждая аксиома Лi веРIlФИЦИРУСТСЯ 
во всех тех мирах, в которых lJерифицирустсн Ai - Ai. ДЛН завершс­
ния доказательства теоремы ЛJТl нам достаТОЧIIО .ltмаЗа1Ъ, что n 
системе Е прапила lJыпода мр и прапило МЪЮIlКI~ИИ сохраняют }(ЛЯ 



теорем это свойство в силе. Это означает, что для МР надо убедиться, 

ЧТО в случае, когда ВО всяком мире, в котором верифицируется 
А-.В-.А-.В, всрифицируетсяА-.В, и когда во всяком мире, в кото­

ром верифицируетсяА-+А, верифицируетсяА, тогда во всяком мире, 

в котором всрифицируется В-.В, верифицируется В. 

Покажем, что это действительно так. В мирах, в которых 

верифицируется А-.В ... А ... В, верифицируется, в силу принципа 

транзитивности, формула (А ... А) ... А .... (А ... А) ... В. В силу семан­
тической истишюсти формулы А и пункта (8) определения О1, в тех 
же мирах верифицируется (А ... А) ... В, а значит и формулаВ. А это, в 
силу Леммы 1, означает, что В верифицируется во всех тех мирах, 

где всрифицируется В ... В. 
для правила адъюнкции надо показать, что в случае верности ут­

верждений T(A"'A)/Wj :::> T(A)/w; и T(B ... B)/w; :::> T(B)/w; имеет силу 
таюке и Т(А -В ... А -В )/W;:::> Т(А -B)/wi. Применение Леммы 1, как и 
в СЛУ'lае с МР, делает эту задачу несложной. 

Теорема МТ1 доказана. 

Метатеорема МТ2 (Теорема полноты). Если В ямястся семан­

тически истинной формулой в семантике sea, то В есть теорема си­
стемы Е. Формально: Если I=B в Sea, то I-B в Е. 

Стратегия доказательства состоит в том, чтобы показать, что ут­
верждение 

VW,<T(A"'A)/W;:::> T(B)/wi) (1) 

является верным только в случае, Kor~a В есть теорема системы Е. 

Так как, в соответствии с Леммой 1, утверждение (1) равносильно 
утверждению о семантической истинности В, этого будет достаточно 

для доказательства МТ2. 

Так как никакая формула не всrиФицируется во всех мирах без 

lIекоторой предrlOСЬШКИ, очевидно, что (1) может оказаться верным 
только в случае, когда В получается из А -.А в силу некоторых допу­

стимых семантических преобразований, которые определяются се­

мантическими свойствами спязок, заданными определением D 1. 
Первые пять ПУНКТОВ определения D 1, которые связаны с семан­

тикой kЛассических спязок, ямяются стандартными, и их ПРШVlене­

ние для семантических преобразопаний исходной формулы всегда 

будет обеспечивать переход от любой теоремы Е к теореме же. Пункт 
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(6) позволяет считать ,(А .. в) семаmическим ослаблением А- ,в, 
чему в Е соответствует теорема А - ,в .. ,(А .. в) и поэтому преоб­
разования, осущестмяемые с использованием этого пункта, также 

остамяют теорему сиqемы Е ее теоремой. 

В соответствии с пунктом (7) определения Dl, семаIПИЧеским 
эквивалентом формулы А .. В ЯWlЯется ,в .. -vt, а их семаmичес­
кими ослаблениями -vt ув и любые формулы вида В .. С:". А....с, 
C~A".C .. B. Во всех случаях связанные с этими свойствами тран­
сформации любой теоремы Е приводят к новой теореме этой си­

стемы. 

Наконец пункт (8) из Dl позволяет преобразовать в D любую 
формулу вида C"D, где С есть семmически истин пая в С' 'гf Dl 
формула вида Е .. Р или конъюнкция таких формул. Это равносильно 
переходу от C....c .. D к D, что в в случае, когда C....c .. D теорема Е, 
обеспечивает вЕ доказуемость формулыD. 

Никаких иных семаmических преобразований стоящей в анте­
цеденте (1) формулы А .. А кроме названных осуществить нельзя. И 
так как А .. А есть теорема системы Е, получающаяся в результате 
этих преобразований формула В всегда будет также теоремой этой 
системы. 

Таким образом, теорема МТ2 о семантической полноте системы 

Е доказаllа. 
Из МТl и МТ2 немедленно следует: 

Метатеорема МТ3. Утверждение I=B верно в семаmике Sea, если 
и только если I-B в системеЕ. 

Семантика исчислеиия R 

Формулировка исчисления R получается из формулировки Е пу­
тем замены во всех аксиомах и правилах вывода Е ЗIlака .... на знак .:0. и добамением одной дополнительной аксиомы 

Семаmику Sea для исчисления R мы получим из соответству­
ющей семаmики для Е за счет изменеllИЙ в определении Dl, кото­
рые мы сделаем, принимая следующее: 
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Определение D3. Формулы языlаa исчисления R верифицируются в 
мире W· исключительно в соответствии со следующими условиями: 

(l)-(8j определения Dl, в которых одинарная стрелка .... заменя­
ется двойной .Ф •• 

(9) Во всяком универсуме рассуждений Wj' в котором верифици­
руerся формула А, верифицируется формула А:::.В:::.В. Или фор­
мально: 

vw,{T(;t)/w;::> T(A:::.B:::.B)/Wj)' 
Мы корректируем также соответствующим образом определение 

семантически истинной формулы: 

Покажем, что все теоремы исчисления R являются семантически 
истинными в смысле определения D4. 

Метатеорема МТ4. Если формула В есть теорема системы R, то 
I=B в семантикеsеа для языка исчисленияR. 

Учитывая, что произведенные в семантике, построенной для Е, 
изменения сохраняют возможность доказать семантическую истин­

ность аксиом AI-A15 исчисления R, а также свойство правил вывода 
оставлять такую истинность в силе, для доказательства МТ4 оста­

ется установить семантическую истинность аксиомы А16. Чтобы 

убедиться в этом, достаточно показать, что во всяком мире, в кото­

ром верифицируется формула А:::..В;,>С, всегда верифицируется 

также Во> А:::.с' 

В соответсвии с пунктом (9) определения DЗ, в каждом мире, в 
котором верифицируется формула В, верифицируется Во>Со>С, а 

значит и И:::..В=>С):::..А:::.С. МЫ имеем, таким образом: 

Частным случаем yrneрждения (1) является: 
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Из (1) и (2) (см.подчеркнутое выражение), в соответствии с пун­
ктом (8) определения О4, получаем требуемое для доказательства 
МТ4 утверждение о семантической истинности аксиомы А16: 

Метатеорема МТ5. Если FB в семантике Sea для языка исчисле­
lIияR, то формула В доказуема BR (теорема полноты). 

То обстоятельство, что пункт (9) определения О4 включает в 
число сrмантически истинных формул заведомую теорему R в до­
"олнение к тем формулам, аналоги которых доказуемы в Е, )Телает 
справедливость МТ5 очевидной. Из МТ4 и МТ5 следует: 

МТ6. Формула В есть теорема системы R, если и только если FB 
в семантике Sea для языка исчислеllИЯ R. 

Семантика Sea ДЛJИ исчнсления NR 

Исчисление NR получается из исчисления R добавлением че-

тырех модальных аксиом н одного правила вывода. для удoбcrва 

приведем формулировку NR полностью. 

Аксио.мы NR: 

Аl.(АФА)-(ВФВ)ФСФС 
A3.A~Bq..cz>Az>.cz>B 

А5.А-В q.A 
А7. (АФВ)-(АфС)фАфВ-С 

А9.В q.AvB 
All.A-(ВvС)фА-ВVС 

А13.А - "1в ф '(АфВ) 
А15. ,-,А->А 

A17.NA z>A. 
A19.NANВ z>N(AВ). 

Правuла вывода NR: 

А2.А фВфВфСz>АфС 

А4. (Аz>.Аz>В)ФА .. В 
А6.А-В фВ 

АВ.А z>AvB 
А10.(АФС)-(Вz>С)ФА vBz>C 
А12.АфВф."1Вф -,А 

А14.А ф ,-,А 

А16. (Аф.ВфС)фВфАфС. 

А18.Ш фNШ. 

А20.N(АФВ) >о.ш z>NВ. 

R1. ИзА • В иА следует В (моаus роnеns, сокращенно: МР). 
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R2. ИзА иВ следуетА ·в (ПравUJlО аi1ьюющuu). 

RЗ. ИзА следуетNA (ПраВUJlоГеде.л.я). 

Выражение А .. В понимается в NR как сокращение для 

NV4 ->В). Как Е{А) будем обозначать формулу. которая получается 
из А заменой всех вхождений знака .... на ..... Указанную формулу 
будем называть Е-преобразованием формулыА. 

Семантика Sea для NR может быть сформулирована за счет оп­
ределенного рода преобразования соответствующей семантики для 
R. Однако. чтобы не отсылать читателя к последней. тем более. что 
сама она получена из соответствующей семантики для Е. мы ПО­
строим 'Л'J новую семантику с самого начала. 

Модельная структура предстамяет собой тройку < W. RC. Rn>. 
где W есть бесконечное множество универсумов рассуждений 
(миров) wl.W2 ..... каждый W; из ICOТOpыx в свою очередь пред­
ставляет собой упорядоченную пару <w;a.w/>. Первый член этой 
пары. или атомарный мир. есть некоторый список литералов 

(проп03иционалыI.х переменных или их отрицаний). Требование 
полноты к атомарным мирам не предъявляется. В принципе такой 

мир может быть даже пустым. Вводится требование непротиворе­

чивости атомарных миров: никакая пропозициональная перемеНllая 

а не может входить ни в какой мир Wja одновременно со своим от­
рицанием. 

Второй член пары. Wje - мир следствий. есть множество формул 
ПРИllЯТого языка. В нашем случае языка исчИСЛения NГ.. К данному 
множеству предъявпяется только требование конъюнктивной зам­
кнутости: 

VW/{A Е w/)&(B Е w/):> (А·В Е w/». 

VWj«C.A)E w/)&(C.B)E w/) :::> (С.А ·В)Е w/). 

Наконец RC и Rn являются бинарными рефлексивными и тран­
зитивными отношениями достижимости на W. При этом выраже­
ния Rw,Wj и Rw;Qw/. где R есть RC или Rn. рассматриваются как 
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идентичные. RC ЯWIЯется подотношением Rn в том смысле, 'По 

VwjVw,{RCw,Wj :::> RnW,wj)' 
Мы исПohьзуем вь1ражения Т(А )/Wj и F(A )/Wj для утверждений о 

верифицируемости и соответственно о фальсиqшцируемости фор­

мулы А в мире Wj' Причем данные утверждения рассматриваются 
как совершепно тождественные утверждениям Т(А )/WjQ и F(A )/wjQ 
соответственно. Будут справедливыми также следующие соотноше­

ния: 

ОпредeJJСllИС DS: В мире Wj формулы верифицируются исключи­
тельно в соответствии СО следующими условиями: 

(1) Если А - пропозициоllалыlя перемеНllая или ее отрицание, 
иА входит в список WjQ, то Т(А )/Wj' 

(2) T~ 8B)/wi = Т(А )/w; и T(B)/w;. 

(3) Т(А VB)/wj = T(A)/w; или T(B)/w;. 

(4) Т('И VВ)В)/Wi = T(;A)/w; и т(,в)/Wj' 

(5)T(,(AB»/w F T(;A)/w рлиТ(,в)/w.; 

(6) T(,(A"B»/Wi:: 3w/Cwjwj &H/f.)/Wj &F(B)/wj. 

Прежде, чем продолжить D5, примем некоторые соглашения. 
Введем внеязыковую бинарную связку "-->", которую мы называем 
кваЗИИМШIИкациеЙ. Понятие правильно построенной формулы при 

этом не изменяется, так как знак квазиимпликации в формулу ВХО­

дИТЬ не может. 

(A-->B)/w; =df VW/RCwjwj :::>(T(A)/Wj:::> T(B)/wj&(B Е W/»& 

&(T(@B)/wj :::> (T(@A)/Кj&(T@A Е w/»&(T(@A VB)/Wj)' 

Выражения вида @А означает ;А или А', когда А имеет вид 

;А '. На отношение достижимости RC налагаются ограничения, в 
соответствии с которыми: 

(A-->B)/w; & VCVw/RCw,wj :::>(F(СФВ)/Wj ::> '(С=М)Е w/» :::> 

::> «С ФА) -->(С ф B»/wj)' 
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УС«С=>А)--> (C=>B»/wj :> VD«D =>1: =>А)--> (D =>1: =>B»/wj' 

ОпределеНllе DS (продолжение): 

(7) T(A=>B)/w; = T(@B=>@A)/w;=(A-->В)/w,.&VС«С=>А)--> 
-->(C-B»/wj' 

(8) V"':t{T(A)jwL:> T(B)jwj) & (T(C)jWj::> T(D)wj;):>. 
:>. VwjT«A .... H).(C .... D)=>E)/wj ::> T~E)jw;. 

(9) Vw/T(A)/Wj::> T(A=>B=>B)/wj)' 

~10) T(NA)jwj = VW/Rnw,Wj:> T(A)/wj)' 

(11) T(-wA)/w; = 3w/Rnw,.wj & T("1A)/wj)' 

(12) VWj(T(NA)/wj :> T(N(N(A=>B)=>NВ»)/Wj)' 

Определение условий верификации формул языка исчисления 
NR завершено. По существу, определение D4, задающее аналогич­
ные условия для исчисления R, если не считать некоторого 

УСWIеllИЯ (за счет замены двойной стрелки на одинарную) пункта 
(8), дополнено тремя новыми пуиктами: (10) - (12). Пункты (10) и 
(11) нового определения вводят условия верификации оператора 
необходимости стандартным для реляционных семантик образом. 

Пуикт (12) нредстамяет собой аналог пункта (9). Это становится 
более очевидным, если записать его с помощью одинарной стрелки: 

(12) Vw,{T(NA)jw;:> Т(А .... В .... NВ)/wj)' 

Докажем теперь, как и D предыдущих случаях, две метатеоремы о 
семантической истинности доказуемых в исчислении NR формул и 
семантической нолноте самого этого исчисления, 

Как и ранее, поскольку никакая формула ПРИIlЦИПИалыю не мо­
жет верифицироваться во всех мирах, принимается следующее оп­

ределение семаlПИЧеской истинности формул NR: 

ОlJределеНllе Dб. FB =м Vw,{T(B=>B)/w; :> T(B)jw;. 

Сделаем в связи с даНIIЫМ определением некоторые замечания. 
Во-первых, так как речь в нем идет обо всех мирах, не имеет значе­

ния, берется ли в определяющей части двойная или же одинарная 

стрелка. И, во вторых, для установления семаlПИЧеской ИСТИIIНОСТИ 
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импликаТИВIIОЙ формулы, будь то А ~B или А ... В (напоминаем, что 
последнее по определению есть N(A~B», как и в предыдущих слу­

чаях, достаточно показать, что во всяком мире, в котором верифи­

цируетсяА, всегда верифицируется также иВЗ. 

Метатеорема МТ7. Если формула В есть теорема системы NR, то 
I=B в сеМaIггикеsеа для языка ИС'iислепияNR. 

Очевидно, что все теоремы исчисления R в соответствии с О5 
остаются семаl1ТWIССКИ истинными. для доказательства МТ7 доста­

точно показать поэтому, что семантически истинными являются ак­

сиомы А17-А20, а правило Геделя сохраняет это свойство за полу­
чаемыми по этому правилу формулами. 

Тот факт, что аксиома А17 семантически истинна очевиден: 
формула NA не может верифицироваться ни в каком мире, в кото­
ром не верифицируется А. Семантическая истинность А18 следует 
из того, что NNA может оказаться неверифИЦ'lруемым внекотором 
мире Wi только при условии, ЧТО в одном нз N-достижимых из него 
миров W· не верифицируется Ш, что возможно только при суще­

ствованdи N-достижимого мира, в котором не верифицируетсяА, а 
это при транзитивности отношения N-достижимости невозможно, 

так как противоречит преДПОСЬUIке о верифицируемости NA в wj• 

Семантическая ИСТИШlOсть А19 непосредственно BLrreкaeт из усло­

вий верификации оператора N и КОIIЪЮНКЦИИ. Наконец сем<J.НТИЧес­
кал истинность последней из аксиом А20 видна из следующих ут­

верждений. 

T(Nf.!t ФВ) )/weT(N( f.!t ФВ)~NВ)~NВ)/Wi (1) 
T(N(A~B»/Wi::> T(NA~N«A~B)~NВ)~.NA~NВ)/wi (2) 
T(Nf.!t~B»/Wi::> T(NA~NВ)/wi (3) 

Утверждение (1) является верным в силу пункта (12) опрределе-: 
ния О5. (2) получается из (1) на основании свойства транзитивно­
сти релевантной импликации. Подчерюl)'Тая часть утверждения (2), 
опять же в силу пункта (12), является семантически истинной, и по­
этому (2) влечет утверждение (3). Таким образом, семантическая 
истинность А20 установлена. 

з Объяснение.этому фаК1)' см. в начале Доказательсmа МТl. 

77 



для доказательства МТ7 остается рассмотреть правило вывода 

R3. Надо показать, что при верности 

VW,{Т{,f4ФА)/Wj::> T{,f4)/wj) 

с необходимостью верным будет также и 

Vw,{Т(NAФNA)/Wj::> T(NA)/Wj)' 

Справедливость последнего следует из легко получаемого в 

силу семантической истинности А утверждения 

T{,f4 .. A .. A .. А .. А .. А) /Wj ::> T{,f4 .. A .. A) /Wj 

и семантичt;Cкой эквивалентности А .. А .. А и Ш. Доказательство 
МТ7 завершено. 

Метатеорема МТ8. Если I=B в семантике Sea для языка исчисле­
нияNR, то формула В доказуема BNR (теорема полноты). 

Доказаmе.лы;tn80. Всякая семантически истинная формулаА мо­
жет быть получена из А .. А в результате семантических пре­
образований, обусловленных определением О5. Всякое такое пре­

образование оставляет любую теорему исчисления NR, к которой 
оно применено, теоремой этого исчислеllия4• И так как формула 
А .. А, с которой начинаются семаllтические преобразования, есте­
ствеlllЮ является теоремой NR, этого достаточно для доказательства 
МТ8. Из МТ7 и МТ8 вытекает 

Метатеорема МТ9. Формула В доказуема в NR, если и только 
если I=B D семантике Sea для языlаa исчисления NR. 

На этом мы завершаем построение Sea семаllТИК для релевант­
ных системЕ,R иNR. 

4 AlI8JlИ:J семантических преобразованиR, возможных в СOOПlCТC'ПIии с конкрет­
ными nyнктами определении DS, которыА даетси при докаэатenЬС1Ве, сохраllЯет 
свою силу и в данном случае. 
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Фам ДИIIЬ Нгьем 

РFЛЕВАНТНАЯ СЕМАНТИКА РАСШИРЕННЫХ 
ПРОГРАММ1 

В статье предлагаются новая семантика неподвижных точек 
расширенных программ и процедура вычисления по этим програм­

мам, построенные на основе натуральных релевантных систем 

в.к.воЙшвилло. 
1.Синтаксис. Предварительные CBtДellНJI 

В первой части статьи мы введем ряд широко используеt. DIX по­
нятий логического программировсшия и сформулируем некоторые 
известные теоремы. 

Язык. Будет использоваться язык логики предикатов первого 
порядка с равенством 1.. 1. содержит кpo~e знака импликации .:::>" 
еще знаки ..... , ••• , 8.l8 для обозначения релевсштной импликации, 
эквивалептности и абсурда. Заметим, что знаки • .l". "о" И знак ра­
венства "=. никогда не входят в программу, но они нужны для за­
мыкания программы. 

Понятие терма определяется обычным образом. 
К множеству обычно определяемых формул добавляются фор­

мулы вида АоВ и .1.. 
Эрбрановские универсум и базис обозначаются cOOfBeтcтвellHo 

через ИU и ИВ. 
Введем некоторые необходимые определения. 

Определение 1.1. 
ОСНОВIIОЙ терм - это терм, не содержащий переменных. Основ­

ной атом - это не содержащая переменных атомарная формула. ЛИо; 
терал - это атом или его отрицание. ПОЗИТИ8НЫМ литералом назы­
вается атом, негативным литералом называется отрицание атома. 

Определение 1.2. 
Подстановка есть конечное отображение множества переменных 

в множество термов. Результат подстановки будем записывать в 

lРабота ВЫПQJJнена при поддерке Россиliскоro фонда фундаментальных исcnедов'l­
ний, проект 93-06-10708. 
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виде d = {х1/t1 .... ",П/tо}. где о - натуральное число. Эта запись 
предполагает. что Х1' "2. Х3' "'п различны и для i Е {1.2 •... ,0} ~~ti' 

Если t1.t2 ..... t - перемеНllые. то d называется 
перемеинованием. rвcли все t1.~ ..... to есть основные термы. то о 
называется основной подстановкоЙ. для выражения Е и 

подстановки d, ЕО обозначает результат применения о к Е, который 
получается из Е одновременной заменой все ~ (i= 1.2 ... ,0) в Е 
термом ~. Выражение ЕО называется примером Е. Пример 
называется основным, если он не содержит в себе переменных. 

Определение 1.3. 
Рассмотрим выражение вида 

JR • в.t • Б.l.···.lln (1) 
где R - атом. а m - натуральное число. 

1.3.1. Если В 1• В2 •...• Вт - позитивные литералы. то (1) называ­
ется программным правилом. 

1.3.2. Если В1 • В2 •...• Вт - литералы. то (1) называется общим 
программным правилом. 

1.3.3. Если В1• В2 •. _. Вт - бескванторные формулы. то (1) назы­
вается расширенным программным правилом. 

Если m = О то Rd • где d - основная подстановка. называется по­
зитивным фактом. а его отрицание. ,Rd • называется негативным 
фактом. 

Определение 1.4. 
1.4.1. Программы - это конечное множество программных пра­

вил. 

1.4.2. Общая программа - это конечное множество общих про­

граммных правил. 

1.4.3. Расширенная программа- это конечное множество расши­

ренных программных правил. 

Обозначим множество всех осаовных примеров всех пранил 

расширенной программы Р через grouod(P). 
Другие определения вводятся по ходу изложения. Необходимые 

понятия логического программирования читатель может найти 11 

[1]. (6], [12j. 
Пример 1.1. Рассмотрим следующие расширенные программные 

правила: 
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r1. Кубик(а) .. 
r2. Кубик(Ь) ~ 



r3. На-столе(а) ~ 
r4. На-столе(х) ~ На-столе(у), на(у,х) 
r5. На(Ь,а) ~ 

r6. Доступеll(Х) <= Кубик(х), На-столе(х), ,на(у,х) 
r7. Доступеп(х) ~ (На-столе(х) -. Кубик(х», ,на(х,у) 
(1, r2, ... , (5 ЯВЛЯЮТСЯ программными правилами. (1, r2 •...• r6 ЯВ­

ляются общими программными праВWJами. Любое непустое под­

множество множества {r1,r2,r3,r4,r5} является программой. Любое 
пепустое подмножество множества {r1,r2, ... ,r6} является общей про­
граммоЙ. Расширенная программа представляет собой любое непу­

стое подмножество множества рассмотренных здесь расширенных 

программных правWJ. 

Программы имеют три типа семаlПИКИ. которые мы кра1 ,о из­

ложим ниже. ПОСI,ОЛЬКУ они помоryr лучше понять построенную 

пами семантику расширенных программ и процедуру вычисления 

по этим программам. 

а). ТеоретШW-АюдельнQЯ семантuxa nрОграм.м. 
Рассмотрим программу Р. Каждое программное правило 

R ~ вз. , .... I\n 
из Р пони мается как сокращение для формулы 

VX1 ... V~(B1& ... &Bm:::>R) (1) 
где х1' ... 'Xn - псе входящие в это програММllое правило переменные. 

ПраВIillО R 4= ~ , ... ,I\n ИlПерпретируется следующим образом: 

если B1c5, .... Bmd. где о - некоторая основная подстаllОВка. истинны, 
то истинна Rd. 

Моделью ырограммы Р называется любая ИlПерпретация 1 
такая, что для всякого нрограммного праВWJа 

R <= 11. .... 'I\n 
из Р и для всякой ОСНОВНОЙ подстановки о если 
B1oEI,B2oEI, ...• BmOEI. то ROEI. 

Ь). Семаюnuxa неподвижных точек. 
Пусть дана программа Р. Ground(P) - множество всех основных 

примеров всех ее правил. Определим ассоцируемую с Р функцию Тр 
следующим образом: 

Тр: 1(НВ) -. 1(НВ) 
для всякого основного атома А и всякой эрбрановской интер­

претации 1: А Е Tp(I) тогда и только тогда, когда в ground(P) суще­
ствует правило А фt ~ , ... ,I\n и 1\ Е 1 для всякого iE {1, ... ,m}. 
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Таким образом. функция Тр превращает одни эрбрановские ин­
терпретации в другие. Тр непрерывна на полной решетке 

<1>(HB).~ > и монотонна. 
для монотонной функции Т на некоторой полной решетке 

<M.~> мощность Т определяется следующим обра=,ом: 

Т t 0(1) = 1 где 1 ~ М. 
Т ta(l) = T(Tt(a-l)(I». если а - слеДУЮIЦИЙ ординал. 
Т t a(l) .. U d.sa Т t d(I). если а - предельный ординал 
Мы пищем Т f w вместо Т t ш(0). 
Имеет место следующая теорема (см .• например [10].[12]) 
Теорема 1.1. Если Т - непрерывная функция на полной решетке 

<M.~> то Ttw=lfp(T). где lfp(T) обозначает наименшую непо­
движную точку функции Т. 

Ван Эмден и Ковальский доказали следующие факты относи­
телыlO позитивных программ: 

Теорема 1.2. (Ван Эмден. Ковальский). 
Пусть Р - программа. Тогда имеют место следующие предложе­

ния: 

1.2.1. р имеет эрбрановскую модель. Пересечение Мр всех эрбра-
новских моделей Р тоже является эрбрановской моделью Р. 

1.2.2. Мр есть наименьшая эрбрановская модель Р. 
1.2.3. Мр = Тр t w = lfp(T). 
Из определения функции Тр и теоремы 1.2. видно. что можно 

рассматривать Тр как операцию. применение которой к кортежу ос­

HOBHbIX атомов В1 d •...• Bmd дает результат Rd в случае. когда в нро­
грамме Р существует правило R <= в:t. •...• Цn (т.е. в ground(P) суще­
ствует правило Rd <= В1 d •...• Цnd). Каждый атом главной модели Мр 
получается применением Тр. а стало быть. применепием правил из 
р за конечное число шагов. Именно поэтому семантика неподвиж­

HbIX точек играет роль своего рода посредника между теоретико -
модельной и изложеН;IОЙ ниже процедурной (операционной) семан­

тикой . 
.;). Операционная (процедурная) семантика. 
Правило R <:= В, •...• I\n означает следующее: 

Чтобы доказать Rд. сначала надо доказать B1d •...• Bmd. где d - неко­
торая основная подстанопка. Таким образом. задача сводится к под­

задачам. Это и лежит в основе процедурной семантики JlогическоГi1 

программиронзния. Процссс вычислсния состоит В следующем. 
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Пусть даны программа Р и запрос Q = с:> 4 , ... ,lь (п~О). Вы­
числение начинается с выбора одного из позитивных литералов 

L1""'~' Пусть выбран литерал Li = R(t1, ... ,tk). Недетерминис­
тически выбирается программное правило 

R( t' 1 , ... ,t' k) ф L'! , ... ,L'pt 
Если R(t1, ... ,tk) и R(t 1, ... ,t k) неунифицируемы, то эта ветвь вычис-
ления завершается и выбирается другое правило с предикатом R в 
головке. Если такое правило существует, то указанный шаг повторя­

ется. Если же такого правила нет, то вычисление заканчивается не­

удачей. Если Li и R(t' 1, ... ,t' k) унифицируемы, то ИСХОДНЫЙ запрос 
заменяется запросом 

ф {4 &···&lt-1 &L'1 & ... &L'm&1i+) &_.&~}d, 
где d - наибольшим унификатором ~ и R( t 1, ... ,t'k)' Независимо от 
того, унифицируемы Li с R(t' 1,-.,t'k) или нет, после описанного шага 
программа отыскивает новое правило с предикатом R(s1'-'S~) в го­
ловке для продолжения вычисления в случае, когда Li и R(t 1, ... ,t'k) 
неунифицируемы и для нахождения новых ответов в том случае, 

если унифицируемы Li и R(t' 1, ... ,t'k)' Этот процесс вычисления про­
дonжaется до тех пор, пока исходный запрос еще не стал пустым. 

Пусть d1, ... ,dn есть последовательность унифицируемых подста­
новок в успешном вычислении некоторого запроса а. Пусть d есть 
композиция d=dld2 .. .dn этих унифицируемых подстановок. Под­
множество d, которое дает подстановку для перемеНIIЫХ запроса а, 
будучи расширенным добавлением тождественной идентичной под­

становки для переменных а, не подверrающихся действию d, и есть 
данный вычислением ответ. Если Q не содержит переменных, отве­
том является истина. С другой стороны, если каждая ветвь вычисле­
ния заканчивается неудачей, то ответом будет ложь. 

Построить столь же простые, хорошие семантики с общими про­
граммами уже невозможно. 

Заметим, что программа всегда имеет модель (к примеру, мно­
жество НВ является моделью для любой программы) поэтому не­
возможно получить из нее негативный факт. Для вычисления по 
общим программам Кларк предложил правило "отрицание как не­

удача" (см.[ 10]). эту процедуру обозначим через ОЕР. Она отлича­
ется от изложенной выше процедуры ВЫ'lИслсния тем, что содержит 

процедуру обработки негативного литерала. 



Негативный литерал. содержащий переменные. не может быть 

избран для обработки. Если же негативный литерал Li = ,R 
выбран. то вычисление Li заключается в попытке выяснить. можно 
ли доказать ,R как некоторую лемму. для этого мы начинаем 
новый процесс вычисления с <= R в качестве запроса. 

Если вычисление <= R успешно. ,R не доказана и вычисление 
исходного запроса бсзуспешно. 

Если вычисление <= R безуспешно в каждой его ветви. то ,R до­
казана как лемма. Следовательно. исходный запрос заменяется за­
просом 

с-lз. &"'&~-1 &li+ 1 & ... &Ln. 
Вычисление запроса из программы Р по процедуре. в которой 

используется правило ·отрицание как неудача", может быть пред­

ставлено в виде дедуктивного вывода этого запроса из изложенного 

ниже замыкания программы . 
Пусть дана программа Р. Трансформируем каждое правило про­

граммы Р 

R(t1•· .. ·tn) <= нз. .-.. l\n 
в формулу 

R(x1.···.Xn) <i= 3Y1 .. 3Yq(xt =t1 &"'&"n =t.t&~ & ... &I\n) (1) 
где х1 ..... "n - новые. не входящие в t1•···• tп• В1 ..... Вт переменные. 
У1 ... ·• УО - все входящие в t1.· ... ~. В1•···• Вт переменные. 

Cot>cpeM все полученные после этого формулы с атомами 

R(x1 .... .xn) в головке. Допустим. что их всего k > О. 
Тогда формула 

Vx. .. V"n(R( Х1 , ... "'") <> Е 1 v _. v Е W (2) 
называется определением предиката R, данным nрогра.ммоЙ Р. Здесь 
E1 ..... Ek - выражения, находящиеся справа от знака У<=" В упомяну­

тых выше k формулах вида (1). 
Если k = О. Т.е. в Р нет правила с предикатом R в головке, то оп-

ределение предиката R, данное программой Р. есть формула 
Vx1 ... V"n(R(x1, ... .xn) <> .L). 
Теория равенства ~q задана следующими аксиомами: 
1. (х1'· .. 'Xn) = (у!, .. ·,уп) <> (Х1 = Yl)&("n = УП) для каждой n-

местной функции С. 

2. f(х1 .... ",п) ~ g(yl' .... ym) для каждой n-местной функции f и 
т-местной функции g, таких, что f _ g. 
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з. х ;t t для :каждой переменной х и каждого терма t, таких, что 
х ~ t и х входит в t. 

Замыкание программы Р (Сотр(Р») есть совокупность всех оп­
ределений всех предикатов, данных программой Р, вместе с теорией 
равенства Eq. 

Разъясним смысл замыкания программы. Каждое правило в 
программе ·говорит· о предикате, содержащемся в его головке. Фор­

мула вида (1) эквивалентна исходному правилу. Соберем все пра­
вила в программе, ·говорящие" о предикате R, а вернее - соответ­

ствующие им формулы вида (1). Тогда выражение, стоящее справа 
от знака <= в каждой такой формуле является достаточным условием 
для R(x1, ... .xn). Этот факт можно выразить формулой: 

Vx1 ... V"n(R(x1, ... ,xn) <> Е1 v .. 0 VEk) 
Замыкание программы Р предпологает, что эти достаточные усло­

вия для R вместе с тем являются для R и необходимыми. В резуль­
тате мы получим определепие предиката R, данное программой Р. 
Если D программе нет правила с предИI~ТОМ R в головке, т.е. нет 
правил, которые "говорят· о R, то замыкание программы объявляет, 
что этот предикат всегда ложен. Заметим, что в аксиомах теории ра­

венства Eq содержится так называемая аксиома единственности 
имени: разные имена обозначают разные предметы. 

2.CeM3I1TIIKa lIеПОДDlIЖlIЫХ точек 
Рассмотрим класс расширенных про грамм, правила которых 

имеет следующий вид: 

R <= В 1 В 2· .. ' В m m Е N, m 2: О 
где R - атом, Bi есть литерал или формула вида q -1> (, где q - пози­

тивный литерал, r - литерал. 

для построения семантики неподвижных точек программ рас­

сматриваемого класса мы опираемся на построенные Е. К. Вой­

ШВИЛJlО натуральные релевантные системы с характеристиками за­

висимости (см.[2],[З]) и на предложенную В. А. Смирновым реали­

зуемую на компыотере процедуру построения натурального вывода 

(см.[5]). 
Мы поставили перед собой задачу построить релевантпую се­

мантику неподвижных TO'leK расширенных программ вышеназван­

ного класса, которая максимально сходна с семантикой неПОДDИЖ­

llIlЫХ точек программ, изложенной в первой части статьи. Семан-
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тика здесь называется релевантной, поскольку знак .... входит в тела 
правил в программах и понимается как релевантная ИМШIикация. В 

этой семаlПИке кроме релевантной ИМlUIикации имеет место отри­

цание как неудача. 

Определение 2.1. 
Orмечеиные формулы языlаa cl есть выражения вида ТХ и FX, 

где Х - формула, а Т и F - два новых символа, которые Иlпуитивно 
представимы как истина и ложь. 

Orмечеllllые формулы с характеристикой зависимости языка f 
есть выражения вида ТХ[Г) и ЩГ), где ТХ и FX - отмеченные фор­
мулы f, а Г - последовательность формул. Формулы с характеристи­
кой зависимости имеют вид Х[Г), где Х - формула, Г - последова­
тельность формул. 

Определение 2.2. 
Интерпретацией называется любое множество отмеченных фор­

мул с характеристикой зависимости. 

Orметим, что любая отмеченная формула ЯWlЯется отмеченной 
формулой с характеристикой зависимости. В этом случае последо­
вательность Г пуста. Эти формулы мы называем таюке чистыми 
отмечеюIымu форМулами. 

Определение 2.3. 
Иlперпретация 1 выполняет высказывание А, если А истинно в 1. 

Иlперпретация 1 отвергает высказывание А, если А ложно в 1. 
Формально: Пусть 1 выполняет А и отвергает А обозначаются со-

ответственно через 1 F А и I ~ А. 
2.3.1. для основного атома р. 
1 F Pi[f] о TPi[f] Е 1, 1 j.e pi[f] о FPi[Г] Е 1 
2.3.2. 1 F А &. В о 1 F А и 1 F в 
2.3.3. 1 ~ А & В о 1 ~ А или 1 ~ В 
2.3.4. 1 F А v В ~ 1 F А или 1 F в 
2.35. 1 j.e А v В о 1 j.e А и 1 ~ В 
2.3.6. 1 t= ,А о 1 ~ А 
2.3.7. 1 j.e ,А о 1 F А 
2.3.8. 1 F А .. В • I F В[А) 
2.3.9. 1 j.e А .. В о 1 ~ В[А] 
2.3.10. 1 F А::> В о 1 j.e А или 1 F в 
2.3.11.1 F VxA(x) о для всякой основной подстановки 
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1 F Ar.Sx• где C:Yt - ограничение d на переменнуlО Х (т.е. dX = 

{xjt} если xjt Е d}. 
2.3.12.1 F 3хА(х)о для некоторой ОСJЮРIIOЙ подстаllОВКИ d. 

1 F A(x)dX. где C:Yt - ограничение d на перемеНIIУЮ х. 
2.3.13. 1 }t: 3хАх о для всякой основной подстановки d 

1 }t: A(x)dX, где dX - ограничение d на перемеНJlУЮ х. 
2.3.14. 1 ~ .L 
2.3.15. 1 F , J. 
2.3.16. ! F А .. В тогда и только тогда. когда I F А::>В н 1 F 

В::>А 
Определение 2.4. 
Интерпретация выполняет множество высказываний W если 

она выполняет каждый элемент W. 
Определение 25. 
Интерпретация 1 выполняет программу Р. если для любого пра-

вила R <= В 1· ... В J11 
1 выпошшет qюрмулу 
~1"'Уxn«Вl&"'&Вm) ::> R). 
1lусть дана программа Р. Определим множество негативных 

факторов программы Р следующим образом: НФК(Р)= {Rд: R-пре­
дикат. не входящий в головку ни одного правила Р; d - основная 

подстаповка} . 
Множество фактов Р (ФК(Р» состоит из всех позитивных и не­

гативных фактов Р. Т.е. ФК(Р) = ПФК(Р) U НФК(Р). 
ДЛЯ определения функции Фр, которая представляет собой опе­

рацию, примеllение которой к ФК(Р) дает новые факты. подобно 

функции Тр. описанной D первой части. сделаем некоторые замеча-

ПИЯ. 

Если запрос имеет вид • (р ~ q), то для его вычисления можно, 
как в натуральных системах. добавить р D качестве допущения и пы': 
таться выяснить q, следя при этом, чтобы р использовался в вычис­
лении q. Добаnление к программе р в качестве допущения анало­
гично действию аналитического правила введения импликации у 

В. А. Смирнова. При этом необходимо решить следующие про­

блемы. Во-первых, проблему наследования характеристики зависи­

мости. Поскольку для нашего примера .(р ~ q), q может не полу·· 
читься непосредственно из р, а только с помощью r, которая получа­
ется из Р, то зависимость должна передаваться от одной формулы к 
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другой. Во-вторых, надо следить за тем, чтобы дополнительное до­
пущение риспользовалось только для вычисления q и не использо­
валось для получения других фактов. Вторую проблему можно ре­
шить пyrем создания механизма погашения характиристики зави­

симости. В том случае, когда некоторое несаНКЦИОJfированное при­

менение допущения имело место, результат не будет очищен от за­
висимости от этого допущения. Эrи проблемы в натуральных реле­
вантных системах, построенных Е. К ВоЙшвилло. уже получили 

свои решения. Здесь мы адаптируем эти решения к программам. 
Определение 2.6. 
Пусть дана расширенная программа иmeресуещеro нас класса Р. 

Тогда ground·(P) получается из ground(P) заменой всех правил вида 
R • R:t. .···.ч .. r , ... .R..n 
парой правил { Jt'. R l-,r[q),м.,R m 

ч[щ .. } 
и так продолжается до тех пор. пока не получим множество правил 

вида 

R. ~[rl], ... ,I\n[rm] 
где r - последовательность формул. возможно пустая. R1• R2, ... ,Rш -
литералы. а R - атом. 

Пример2.1 

ПрограмыаР 
( r.(q .. p) 

} 

u­
w-q.u 
p-w 

qIqJ. } 
ФунКЦIIJI фр па ПOnВЬЙ ~ <M.~>, где м • миoжecrвo ~ 

lJQJtМfIожecrв множества всех arмеченвых основных атомарных 
формул с характеристиками зависимости определяется следующим 

образом: 
Определение 2.7 
для каждого основного атома с характеристикой зависимости 

A{{B1, .... Bm}-{С1 ..... Сm }], где Ci• ~i' (i,j Е N) MOryr быть пустыми: 
ТА[{В1 ..... Вт}-{С1 ..... Ст}} Е CVp(I) тогда и только тогда. когда 

имеет место по крайней мере одно. из двух следующих условий: 

а) В ground·(P) существует правило 
А .. R1 [~ ] ..... I\n [I\n] 
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и 1 F R[C1) •... ,I F R[Cm); 
Ь) В ground· (Р) существует правило 
А[ {B1, ... ,Bro}-{С1 ..... Ст}) •. 

FA[f) Е ФР(l) тогда и только тогда. когда выполняется следу­
ющее условие: для всякого правила 

А • RJ.!вt J .... .I\n [Цn J 
1 ~ ~LHJ для некоторого iE{l,2, ... ,m} и Bj = Г. 
Пример2.2 
для npoграммы Р из приведенного ранее примера 2.1 мы имеем: 

Фрt 1(0)=Фрt 1 = {q[q].u} U НФК(Р) 
ФР t 2 о:: {q[q).u,w[q]} U НФК(Р) 
фр t з = {q[q],u,w[q),p[q)} U НФК(Р) 
фр t 4 = {q[q],u,w[q].p[q],r} U НФК(Р) 

ФРtS =: Фрt6 D Фрt7 = ._ ... фрtw, 

где НФК(Р) есть множество негативных фактов. вычислимых по 
программе Р. 

НетрУДно показать, что Фр имеет следующие свойства: 
Теорема 2.1. 
2.1.1. Фр монотона 
2.1.2. Фр непрерывна на решетке < М, ~ > 
2.1.3. Фр t Sw = lfp(Фр) 
Необходимо обратить внимание на то, что множество фактов. 

полученных вычислением по программе Р за k шагов, представляет 
собой только подмножество Фр t k(Ф). Если такое множество фактов 
обозначается <nерез Фр. t k(Ф), то верно следующее предложение: 

Предложеsие 2.2. 
Фр. t k(0) = Фр. t k = {А[Г):А[Г] Е фр t k}, где Г-пустая после­

довательность формул. 
Иными словами, ФР* t k предстаWIЯет собой подмножество всех 

чистых формул множества Фр t k. 
В дальнейшем мы будем использовать запись фР$ t n(l) для обо­

значения подмножества чистых формул множества Фр t n(I). 
Заметим, что не смотря на то, что Фр * монотона и непрерывна 

на <M,~>, нельзя определить bfОЩIIОСТЬ Фр*, так как Фр*(Фр*(I» 
определяется через Фр(Фр(I» и не может быть определено через 
Фр(I). 

Множество Фр* t w преДСТaWIЯет собой множество всех фактов. 
вычислимых по программе Р. 
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Сформулируем еще две важных теоремы: 

Теорема 2.2. для всякой основной интерпретации 1, 1 F Соmр(Р) . 
тогда и только тогда, когда 1 есть неподвижная точка функции Фр. 

Теорема 2.3. 
Пусть Соmр(Р) F А означает, что для всякой интерпретации 1, 

если 1 F Соmр(Р), то 1 F А. Тогда для всякого OCIlOBHoro литерала А 
верно: 

Соmр(Р) 1- rel А, если и только если Соmр(Р) 1= А 
Доказательства этих теорем не вызывают принципиальных 

трудностей, но они очень длинны, и поэтому мы их здесь не изла­

гаем. 

3. ПРOl~едура ВЫЧllCJlеllИJI для расширенных программ 
Поскольку в тела правил в расширенных программах могуг вхо­

ДИТЬ не только литералы, 110 и формулы других видов, в том числе и 

бескванторные формулы вида А -. В и вида А v В, процедура вы­

числения ОЕР не годится для вычисления по этим программам. 
Необходимо расширить аЕР так, чтобы можно было вычислить за­

просы вида -==(А -. В), вида -==(А v В) и вида -==(А & В). 
Теоретические основания. 

1. Запрос вида -==(А & В) всегда можно представить в виде -== А,В, 
и поэтому не требуется изменепия аЕР. 

2. Рассмотрим запрос вида -== А v В. 
для вычисления этого запроса Боджадзиеп предлагает в [8] сле­

дylОJЦИй метод: добавить к исходной программе два новых правила 

(А v В) ФА 
и (А v В) <= В 

В этих прапилах А v В рассматривается как предикат, Т.е. как 
один литерал. После ЭТОГО запрос <= Л V В уже рассматривается как 

запрос <::Е, где Е - новый, lIе исг.ользовапныЙ в исходной про­

грамме литерал (позитивный). 

Рассмотрим запрос вида <::(А -. В). 
Чмпликация здесь релевантная. 
Е. К. Войшвилло ностроил натуральную систему с характеристи­

кой зависимости, которая эквивалента аксиоматической системе 

Еа, и доказал следующее: в ЕО формула А.. В доказана, если 
можно доказать В при допущении· А, при этом в доказатм:ьстпе до­
пущение А использовано фактичесю{ (см. в [3]). Это обстоятельство 
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подсказывает нам метод вычисления запроса вида -=:(А --- В). Чтобы 
вычислить <= (А .... В), добавим 1< исходной программе правило А .. 
, затем попытаемся доказать В, пользуясь фактом А. Если это уда­
ется, то вычисление <= (А .... В) заканчивается успешно. В противном 
сдучае 0110 закончится неудачей или продолжается бесконечно. 

Процедура вычисленuя EXQEP. 
МЫ опишем процедуру вычислеllИЯ! для ограниченного класса 

расширенных программ, а именно, для расширенных программ, 

представляющих собой конечное множество правил вида 

R <= в.t. , ... ,Б.n , 
где R - атом, B1'.~:bm - литералы или формулы вида С1 V С2' С1 ... 
С2' где С1 и С2 - атомы. 

Такое ограничение вводится ПО соображениям эффективности 

вычисления. Дело в том, что если 3 программе имеются правила 

других видов, то может возникнyrъ ситуация, когда к программе в 

процессе вычисления необходимо добавить правила вида 

R <= нз.. , ... ,I\n ' 
где R- формула вида А V В или А .... В. Вычислепие же по про­
грамме, полученной в результате этого, неэффеКТИВIIО. 

Новая процедура вычисления - обозначим ее через ЕХОЕР -
представляет собой расширение процедуры ОЕР. Если выбранная 
формула есть литерал, то ЕХОЕР действует таюке, как и ОЕР. Опи­
шем случай, когда выбранная формула есть А V В, где А - позитив­

ный литерал, а В - литерал. 

Случай 3. 4 есть формула вида А v В, где А и В - литералы. 

Пусть А V В = I R1 (t1, ... ,tk) V,I R2(Sb, ... ,sl)' где I Ri есть R) или -,Ri. 
Заменим все формулы вида ~R1 (t 1,., ..• ,t'k) V ~R2(s' l""'s 1) в про­
грамме литералом Rз(t' 1, ... ,t'k' s' 1, ... ,s'I)' где Rз - новый, не входя­
щий l) исходную программу, предикат. Добавим к программе два 

новых правила: 

Rз(t'], ... ,t'k' s'l, ... ,S'l) <= А (1) 
Rз(t' 1 .... 't'k' s' 1, ... ,s'l) <= в (2) 

Тогда вычисление <= А v В сводится к вычислению запроса <= 
Rз(t 1 , ... ,tk'S1""'SI) по полученной D результате :этого программе. За­
тем удалим из нрограммы праuила (1) и (2) и осуществим обрат­
ную замену литералов Rз(t' 1, ... ,t' k'S' 1, ... ,5'1) формулами 
I R 1 СС J , .. "с k) V I R 1 (5' 1 , ... ,S'!) и в программе и lJ запросе. 



Случай 4. Li есть формула вида А .. В. где А - позитивный лите­

рал. В - литерал. добавим к программе новое правило А <= • 
Теперь проблема сводится к случаю 1 (см. первый раздел данной 

статьи). когда ~. есть позитивный литерал. или к случаю 2. когда Li 
есть негативный литерал: полагая. что выбранная формула Li есть 
литерал В. мы пытаемся вычислить В по программе. полученной в 
результате добавления нового правила к исходной программе. При 
этом важно отметить. что мы учитываем только те ветви. в которых 

используется правило А <=. Если существует такое успешное вычис­
ление В. то вычисление А -о В считается успешным с той же ответ­

ной подстановкоЙ. что даer вычислеllие В. Затем удалим из про­
граммы правило А.. • а исходный запрос заменяется запросом 

со 4 d.···.~_l d.li+ 1 d.···.Ind 
где d - ответная подстановка. которую дает вычислеllие В. в котором 
используется правило А -. Если все ветви вычисления В. в которых 
применяется правило А.::. закапчиваlОТСЯ lIеудачеЙ. то вычисление А 
... В заканчиваerся неудачей. и вычисление исходного запроса за­
канчивается неудачей. Если же одна из этих ветвей бесконечна. а 

другие закаНЧИВaIОТСЯ неудачей. то вычисление А .. В и исходного 
запроса бесконечно. 

4.ЗаЮJючеllие 
В изложенных выше семантике и процедуре вычисления совме­

стимы ·отрицание как неудача" и релевантная импликация. Не­

трудно заметить. что если в системе будет классическая имплика­
ЦИЯ. то соответствующая процедура вычисления. (отличающаяся от 
нашей ЕХОЕР только тем. что в ней независимо от того. использу­
ется факт А в вычиелении В или нет. вычисленние А .. В считается 
успешным при успешности вичисления В<=). содержит в себе из­
вестные парадоксы материальной ИМWIИкации. Этот факт привоцит 
нас к мысли о том. что логическое программирование должно бази­
роваться на релевантной логике. 
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I г.п.днш~1 
о ЛОГИКЕ ФИЗИКИ 

Классическая логика, а с ией и вся классическая математика, 
могут быть изложены с помощью одной "величины" - истинности 

высказывания. Эта величина может принимать только одно из двух 

значений: истина - 1, ложь - О. в тоже время физиЮl обычно опери­
рует с величинами, моryщими принимать любое действителыюе 

значение. В этой связи естественно возникает задача построения та­

кой (неклассической) логики, ГД~ значение истинности высказыва­

ния может оказаться действительным числом. Обсуждению одного 
из возможных путей решенЮ!l этой задачи и посвящена настоящая 

работа. 
Упомянутая возможность связывается нами с философскими 

исследованиями единства массы, нространства и времени [1]. Эти 
исследования при водят к необходимости одновременного существо­

вания двух миров. Первый мир есть мир количеств и качеств, в нем 

можно различать массы, пространство и время, он был назван в ин­
дийской манере - SAGUNA. В 1'0 время как первый мир легко про­

являt-'Тся, ·манифестирует" себя, второй мир предстаnляет собой 
скрытую меру первого. В нем нет IIИ пространства, ни времени, ни 

массы. В индийской манере он был назван NIRGUNA. 
Уместно напомнить, что юrассическая логика обычно ИСХОДIГГ из 

неявного предположения о существовании только одного действи­

тельного мира. Правда, в различных модальных расширешшх клас­

сической логики наряду с действительным миром рассматриваются 

также и другие миры, 110 последние являются лишь возможными, 

но не действительными. Философское обоснование тезиса о дей­

ствительном существованиии двух миров означает одновременное 

отрицание классической логики и открывает путь к выдвижению 

неклассической логики. 

Приступая к решению поставленной задачи, в целях 
"униформизации", мы преДПОJIОЖИМ, что каждая физическая вели­
чина измеряется прибором, имеющим шкалу и стрепку. В таком 

случае значение физической величины можно характеризовать Jlе­
которой вероятностью, а именно, вероятностью того, что случайно 
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выбранная точка лежит левее стрелки при бора. Разумеется, указан 

ная вероятность БЬUlа бы равна нулю если бы значение физической 

величины бьUlО бы равно нулю. Но мы здесь ограничимся СЛУСlасм 

физических величин, принимающих только строго положительные 
значения. Поэтому указанная вероятность по предположению всегда 

Рольше нуля. Разумеется, эта вероятность равна 1, если физическая 
величина принимает значение, максимально допустимое для дан­

ного при бора. Мы будем всегда также предполагать, что при боры 

никогда не зашкаливают. 

Проведенная униформизация позволяет теперь заменять выска­
зывания о значениях физических величин высказываниями о нали­

чии этих величии. Например, если манометр имеет [uкалу 

размахом в 100 атмосфер, то вместо обычного в q>Изике 
высказывания ·дамение в сосуде равно 70 атмосфер· мы можем 
использовать утверждение о том, что вероят~IOСТЬ высказывания • в 
сосуде (имеется) дамение8 равна 0,7. Вообще, если с· будет 

lIекоторой физической величиной, то соответствующее 

высказывание о наличии этой величины будем обозначать просто 
через с. Р(с) будет, как обычно, вероятность высказывания. 

Перейдем к формалыюму описанию нашей логики LP. Язык ДJlЯ 
LP - это язык пропозиционалъной логики, где v - множество пропо­

зициопальных пременных, а из связок имеются КОНЬЮIlЩИЯ & и 
отрицание ,. Формулы: строятся обычным путем и образуют ал­
гебру F= <рО,&, ',0>. Отклоняясь от традиции, мы допускаем 
здесь пустую формулу 0, не содержащую IIИ одного символа. При 
этом предполагается, что ,0 ~афически равно 0. а 0&х и х&0 
равны х при любой формуле xefO. 

Будем пользоваться также ИМlUIикацией ~ как сокращенным 

обозначением, полагая что хфу графически равно ,х&у. Описание 

нашей логики дадим в трех эквивалентных формах. 

Определение 1: исчисление. Правила преобразования LP содер­
жат одну аксиому и два правила вывода: 

А. х&(у&z)Ф(у&х)&z, 

в. х&у,zФу!- x&z, 

С. х&х& .. .х!- х. 
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Здесь x,y,zeFO, знак J- означает ВЫВОДИМОСТЬ в LP и В правиле С 
слева стоит коньюнlЩИЯ п~2 одинаковых формул. Как обычно, для 
любого списка нелогических аксиом refO и любой формулы хЕрО 
запись fJ- х означает, что формула х выводима из множества фор­
мулГ. 

Чтобы освоится с нашим исчислением установим несколько 
фактов. 

Рl. J-x&y.y&x 

п. J-x.x 

Р3. x->уJ-у.х 

Р4. ".У, y.zJ- x.z 
PS. Х, x->уJ-у (Modus Ропеns) 

Р6. x&yJ-у&х 

Р7. x.yJ- ,~.,y 

Р8. J- "х-х 
Р9. xooyJ-z&х=>z&у 

Рl0. x.yJ- x&z.y&z 

Деilствительно, Рl и п суть А, где некоторые из подформул пу­
стые. 

Вот вывод Р3: ,у&у (по п), х.у (дано), ,у&х (В). 
вот доказательство Р4: ,х&у, ,y&z (даны), ,z&y (Р3), ,x&z(B). 
Р5:0&х, х.у, у.х, 0&у. 

Р6 может быть доказано с помощью Рl и Р5. 
вот доказательство Р7:, ,х& ,х(Р2), ,х& , ,х(Р6), '. ,х.х(Р3), 
,х&у(Р3), ,х&у (дано), 'у&х (Р3), 'у&' ,х(В), , ,х& ,у(Р6). 
Р8: ,х=> ,х (Р2), ,х&, ,х(Р6), , ,x->х(Р3). 
Вот доказательство Р9: (z&x)& , (z&x) (по Р2, Р6), x&(z& , (z&x» 
(по А, Р5), , ,х.х(Р8), , ,x&(z& ,(z&x» (В), z& ,(z&x)- ,х(Р3), 
,х&у (дано), (z& ,(z&x»&y( В), ,(z&x)&(z&y) (А, Р5). 
Доказательство Рl0 аналогично. 

Определение 2: истинностная оценка. Морфизм р: F~R + , где 
R + = <RO,o,-l,l> - ~ьтиnликативиая группа положительных дей­
ствительных чисел, R = (О, + 00), • - операция умножения чисел, и -
1 - операция обращения числа, назовем оценкоil. Если р(х)=l, то 
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мы будем говорить, что формула Х истинна в оценке /l. Мы пишем Г 
... Х, еслИ/l(х)=l для любого уеГ. 

Коммеllтарий 1. Оценка высказывания называется таюке его 
значением истипности, а не только О и 1, как в классической логике. 
В дальнейшем мы будем называть высказывания Х и у эквивалент­

ными и писать X!iiY, если р(х) = /l(y) при любой оцеIlке р. 
Легко заметить, что в LP ,(х&у&_)е,х& ,у& ... 

таким образом, наше отрицание , есть внутреннее отрицание de ге. 
Именно это отрицание было использовано в [1], где утвеждалось, 
что в мире NIRGUNA ,(масса & пространство & время) есть неко­
торос четвертое, а именно, ,масса & , пространство & ,время. Чаше 
отрицание отличается ОТ обычного отрицания de dicto класси ;:екой 

логики -. ,"король хорош" означает, что король плох, в то время 
как -"король хорош· означает только то, что неверно, что король хо­

рош. РаЗJlичие станет ясным, если предположить, что ·хорош· озна­

чает ·смел & честеll & ..... Тогда ·плох· означает ·труслив & лжив &_\ 
в то время как _·хорош" означает "труслив или лжив или._·. для 

ПОЛIlОТЫ уяснения обратимся теперь к логике обыденной жизни. 
Кога мы отрицаем, что король хорош, то обычно имеем в виду, что 
он обладает некоторым существенным набором отрицательных ка­

честв. Здесь можно отметить два крайних случая. В первом доста­
точна, если ЭТОТ существенный набор содержит хоть одно качество. 

Тогда мы имеем дело с классическим отрицанием de dicto. Во вто­
ром случае существенный набор составлЯlОТ все качества, и мы по­

лучаем наше неклассическое отрицание de ге. 
Дизъюнкция v может быть определена как обычно, если поло­

жить, что xvy означает ,( ,х& ,у). Однако легко найти, что 
xvysx&y. В логике с отрицанием de ге дизъюнкция совпадает с 

коньюнкциеЙ. Именно по этой причине мы определили имплика­

цию не как ,xVy, а сразу как ,х&у. 
Определеllие 3: МОДЕЛЬ ( в стиле Крипке). Назовем пару {Р1, 

Р2} функций Р: рО .. (о, 1], k=1, 2 моделью, если ВЫПОЛI1ЯIOТСЯ сле­
дующие условия для любых Х, yeF k, m = 1, 2: КО Pk(0) = 1 
К1. если k~m, то Pk(,x)=Pm(x) 
К2. Pk(x&y) = Pk(x)Pk(x)Pk(y) 
Назовем формулу х истинной в модели {Р1, Р2} если Рl(х)=Р2(х). 
Мы пишем Г r х, если х истинно во всякой модели, в которой каж­
дое уЕГ истинно. 
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Коммеllтарий 2. Интуитивио Р1 и Р2 суть вероятности в SA­
GUNA и NIRGUNA соответственно. Условие КО означает, что пустое 
высказывание 0 ИСТИIllIO в любом мире. Условие К1 есть точная 
фОТJма тезиса, что в NIRGUNA "все наоборот". Это означает, что если 
некоторое утверждение х вероятно в одном из миров, то утверждение 

,х в такой же степени вероятно в другом мире. Условие ~ озна­
чает, что случайные точки возникают на циферблатах приборов не­

ЗJI\:1СИМО В смысле теории вероятностей. • Пусть с есть высказывание "Физическая величина с наличе-

ствует". Тогда Р 1, ( с) имеет "приборный" смысл, определенный выше. 
Поэтому Р 1 ( ,с) есть вероятност: того, что ·прибор не фиксирует 
; алИ'1Ие физической величины с ". Иными словами, это есть перо­
)oIт:юсть того, что отклонение стрелки при бора меньше минималь-

1101'0 деления шкалы этого при бора. Отсюда следует, что 

р 1 (С) /Р 1 ( ,с) есть значение физической величины с·. 
Условие Р 1 (х) = Р 2(Х) означает, в силу К1, что с· = 1, если за еди­

ницу измерения припять цену наименьшего деления шкалы при­

бuра. 

Условие К2 означает, что высказывание х&у можно понимать • • как утверждение "Физическая величина х .у наличествует". 

Для дальнейшего заметим, что достаточно задать_~ и Р2 лишь 
lIа v, либо с помощью КО-К2 их легко продолжить на fV. 

Теорема. У CJlовия Г 1- х, Г ... х и Г F х равносильны. 
Доказательство распадается на несколько этапов. Назовем 

оценку # и модель {Рl' Р2} Е-соответствующими, если для любого 
xEfO выполияется условие 

Е: т(Х)=Р1 (х)/Р2(х). 
Если условие Е выполняется для любого xEv, то оно выполня­

ется и для любого xEfO. Проверка проводится трипиальilOЙ рекур­
сией по длине формулы х. Если х есть -'у, то 

#(х)=#( -,у) = (,и(у»-l = Р2(у)/Р 1 (у) = Р 1 (-,у)/Р2( -,у) =Р 1 (х)/Р2(х). 
Если х есть у&х, то 

#(х) =#(y)#(z)= (Р 1 (y)/P2(Y»(~ 1 (z)/P2(z» =Р 1 (Х)/Р2(Х). 
И, конечно, #(0) = Р 1 (0)/Р2(0). 
Мы видим, что каждой модели Е-соответствует одна и только 

одна оцеllка, 110 каждой оценке Е-соответствует бесконечное число 

моделей. 
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Условия r ... х и r 1= х равносильны, поскольку равносильны ус­
ловия р(х) = 1 и Р 1 (х) = Р 2(Х)' Это есть часть нашей теоремы. Остаток 
базируется на двух леммах. 

Лемма. Условие r 1- х равносильно следующему: Ь(х)=е для 
любого морфизма h:F"G, где G= <GO, о, -1. е> есть абелева группа 
без кручения, такого что Ь(у)=е для любой формулы уег. 

Доказательство того, что r 1- х влечет Ь(х)=е стандартно: акси­
омы отображаются в е и, если посылки правил вывода 

отображаются в е, то туда же отображаются и заключения. 
для доказательства обратного утверждения достаточно найти та­

кую группу и такой морфизм ho, что ho(х)=е влечет r 1- х. Конечно, 
алгебра Линденбаума-Тарского может бьrrь такой группой. для ее 
конструирования определим отношение эквивалентности =: на fO, 
полагая, что 

x=Ydef = (Г 1- х Q у). 
Легко заметить, что =: есть конгруэнтность: оно рефлексивно 

(Р2), симметрично (Р3) и транзитивно. Кроме того, в силу Р7, р9 и 
РlО 0110 совместимо с операциями F. 

Далее, F / = есть абелева группа без кручения. Действительно, 

пусть ЬО: F .. F/ = есть натуральнфй морфизм. Так как 1- 0 Q 

(х&,х) и 1- 0 => (,х&х), имеем Ьо(Х&'Х)=Ьо(,Х&Х)=Ьо(0). Это 
означает, что '/= есть операция инверсии группы и 0/= есть еди­
ница группы. Аксиома А дает hO(x&(y&z»=hO«x&y)&z), что есть 
не что иное как основная аксиома теории абелевых групп. Осталось 

заметить, что условие ho(х)=е эквивалентно условию r 1- 0 ;:;. х и 
условию r 1- х. Разумеется, схема с обеспечивает отсутствие круче­
ния. 

Комментарий 3. Классическая логика связана с булевыми алгеб­
рами. Она представляет собой некоторую логическую их интерпре­

тацию. Только что доказанная лемма показывает, что наша логика 

PL связана с абелевыми группами без кручения точно таким же об­
разом. 

Поразительной особенностью классической логики является то, 
что она определяется своей связью уже с одной булевой алгеброй, а 

именно двухэлементной, заданной на множестве {О, 1} (ложь, 
истина). Вероятно, простота и удобство классической логики во 
многом определяются простотой этой двухэлементной булевой ал­

гебры. Наша теорема показывает, что с логикой PL дело обстоит 
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примерно так же: она целиком определяется только одной абелевой 
группой без кручения, а именно - мультипликативной группой по­

ложительных действительных чисел R +. Возможно, ЧТО этот факт 
объясняет широкую применимость действительных чисел в области 

есте6ствознаllИЯ и физики в особенности. Правда, физики обычно 
не склонны связывать удобство действительных чисел с какими­
либо логическими проблемами. 

АлгебраичесlCШl лемма. Пусть G= <GO, ., -1, е> есть некоторая 
абenева группа без Iq)учения. Тогда для любого ее элемента xyte и 
любого ПOJIожителЫlOго действительного числа cER О существует 
морфизм А:а ... R +, такой чтоl(х)=с. 

Действительно, мусть М - некоторое максимальное множество 
линейно независимых элементов G. Вследствие максимальности, 
для любого хЕао найдется целое число т~1 и единственное коне­

чное подмножество {Уl' ... , vs}C М, такие что тх=тlУ1 + ".+msvs.o 
где тl' "., ms -1I~Koтopыe положит~ьные числа. Если xyte,'to ml~u 
и мы полага.ем1 (у1)=тст1-1 НА (У)=О для всех yEM-{Уl}. Оче­
видно, что 1 (тх)=rnс. 

8 • • • 
1 есть морфизм А : G .... R +, где G - подгруппа группы а, по-

рожденная М. 011 может быть расширен до морфизма 1: G .... R + пу­
тем определения л(у)=18(пу)n-1 для любого уЕа, где пуЕа·. Дей­
ствителыlO, легко проверить, что Л(У1 +yz) =Л(Уl) +Л(У2)' ЧТО озна­
чает, что 1 есть морфизм. Очевидно, что А.(х) =с. 

Теперь доказательство нашей теоремы получить просто. Во-пер­
ВЫХ, согласно лемме, r 1- х влечет r ... х. Докажем противопOJIОЖПое. 
Пусть Г r х неверно. Тогда bo(x)~ho(0)=e, и оцеllкар=лhо, где1-
морфизм из алгебраической леммы, дает p(x),=cyt1. Поэтому г ... х 
неверно. 

КОММ~lIтаРlln 4. Как МЫ видим, то, что физические величины 
выражаются действительными числами, можно объяснить реаль­
ным существованием двух миров SAGUNA и NIRGUNA, противо­
ПOJIОЖJIЫХ В своих основах. По нашему мнению, это открывает неко­
торые новые возмOЖIIОСТИ решения проблем физического контину­

ума. 

КoMMeHтaplfA 5. Наметим пути возможной формализации фи­
зики на базе логики LP. Мы видели, что связkИ & и , соответствуют 
умножению и инверсии. Поэтому физические соотношения, содер­
жащие эти операции, легко формализуются в LP. В качестве при-
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мера возьмем второй закон HЬКYfOHa М· А·"" F·, куда входят масса, 
ускорение и сила. Эrот заКОR 18 LP имеет I8ИД М&А .. F. Словесно он 
читается так: "Если наличествует масса и ускорение, то наличествует 

и сила". 

Разумеется, формализация l8Сей физики требует доцолнения 

языlаa LP дополнителЬНЫМIi средствами, разработка которых выхо­
дит за рамки статьи. 

1. Malavalli v. 00 the Westem sciеntШс view о' thc world compared with 
that сотing пот lodia's ancieot tradition. / / А lectше deliveredat thc 10-
ternational PSI-congress. Вase~ 1989. 
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Карпенко А.с. 

ШТРИХ ШЕФФЕРА ДЛЯ ПРОСТЫХ ЧИСМJ 

в 192? г. Лукасевич построил п+ 1-значпую логическую матрицу 

'" + 1 со следующими свойствами [5]: 
ц,+ 1 = <Mn + l' -, .. , {п} > (п~2, пЕ N), где 

Mn +l -= {О. 1,2,-.п}, 

{п} - МНОЖСС1'I!О выделенных значений. 

Функции -х и х -со у определяются следующим образом: 

-х = п-х, 
х .. у = min(n,n-x+y). 

Множество всех суперпозиций функций - х их .. у обозuачим 

посредством ~ + l' 
МакКинси [6] заменил функциии -х ИХ" у на единственную 

функцию х"в у, которая называется штрихом Шеффера для ~ + l' 

Множество ВCeJt суперпозиций функции х .. В у обозначим 

посредством En + 1. Таким образом, En + 1 = Ln + l' 

Пусть Pn +1 обозначает функцuоналыtO полное мuожестпо п+1-

значных функций, определенных на множестве Mn + l' Множество 
~ + 1 назыается функцuонально nредnoлным (в Р n + 1)' если ~ + 1 U 
{с} есть Pn +1' где (~~+1 и (ЕРП +1' Например, пусть Tn+ l 
обозначает множество всех ФУНIЩИЙ из Рп + 1,·которые :охраняют О 
и п, Т.е. f(xl,M'>"k)ETn + 1 тогда и только тогда (т.т.т.), когда 
f(xl" .. >"k)E{O,n}, где "iE{O,n},lsisk. 

В [2] с.вЯблонский доказал теорему о функционально предпол­
ных множествах функций В n + 1-значной логике для любого П2:2, 
откуда следует, что данпое множество Т n + 1 ЯWIЯется предполuым в 
Р n + 1 для любого П2: 2. В итоге имеет ме.сто следующий результат: 

Теорема 1. (ДА.Бочвар,в.к.ФИНII).ДдЯ любою n~2, n есть простое 
чuсло, m.m.m., когда ~+ 1 = Tn + 1 [1]. 

Это свойство ~+ 1 было переоткрыто в [3] и [7]. 

Пусть функция х"к у определена следующим образом: 
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(i) Х, если О<х<у<n, (х,у) _ 1 и (х+у) s n 

(ii) у. если О<х<у<п. (х,у) '* 1 и (х+у) > n 

(Ш) у. если O<x=y<n 
(iv) х .. у в остальных случаях, 

где (х,у) '* 1 обозначает. что х и у не JlВЛИЮТCJI взаимнопростыми 
числами. 

Множество всех cynерпозиций фувкциВ -х и х .. К у обозначим 
посредством к,. + l' 

Лемма 1. Дм .IUOбozо n>2, n иnu, npocтoe чш:ло m.m.m., <ozдo 

n Е Кn+1' 
Таким образом. формула А (т.е. суперпозиция ФУНIЩИЙ -х и х 

.. К у) при всех приписывавивх значений принимает выделенное 
значение n Т.Т.Т .. когда n есть нечетвое ~ число. 

Лемма 1. ДМ лю6оZ0 n >2 1Шl1Wlо, что n есть просmoe число. 

Ко+1 - Ln+1' 

Доказательство леммы 2. 
1. Ln +'1 s: ка + l' 

(1) х .. 1 У .. -у .. к -х 

(2) x....s у .. х .. 1 «У"1 у) .. 1 -у) 

(3) х .. 2 у - -У"5 -х 

(4) х .. з у'" -((у''К х) .. К -(у''К х» .. К (х .. к у). 

(5) х v1 y - (х"з у) .. 3 У 

(6) х" у - «х .. К у) .. 2 (-у"К -х» V1 « -у .. К -х) .. 2 

(х .. К у» = min(n,n-x+y). 

11. 1{., + 1 s: L.,+1· 
Из определеиия х .. К у следует. что миож"..ство к..+ 1 ие 

ЯWlЯется функциоиально полным ии для какого n2:2. Но выше мы 
показали (1). что к.. + 1 включает в себя L., + l' Поскольку множестпо 
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Ln. 1 ФУНlЩНонanьно предполно для случая, когда о есть простое 
число (1), то для этого случая Кn. 1 ~ Ln • l' Таким образом, Кn. 1 = 

Ln+l' 
Из леммы 1, леммы 2 и свойств Ln. 1 следует 

Теорема 1. Для JU06oz0 n>2 n есть npocтое ЧUCJIо т.т.т., когда 

Кn+l = Ln+l' 

Пусть Sn + 1 обозначает множество всех суперпозиций ФУНIЩНИ 
х -.s у (см. формулу(2». 

ЛеМ~lа 3.Для JU06oz0 n>2 nиllWlo, что n есть npocтое ЧUCJIо, Sn+ 1 "" 

1<..+1' 

дОJCaЗaтeJIьство. 

1. Sn + 1 ~ кn + l' 
См. формулы (1) и (2). 

ПКn+l ~ Sn+l' 

(7) -х = х -.s х 

(8) о - -(x..s (х .. ! х» .. ! -«х ..s х) ..s х) 

(9) х .. 1 У - Х ..s (о ..s у) 

(10) х"к у = -у .. 1 -х. 

Тамм образо.., ДJЦI 0>2 TaJCOto, 'lТ0 о есть простое число, 

фувЦ1lИ х.., у еаь uunpux Шeффtp8 ... ка + 1" 
И) JleММ" 3 И лемм ... 2 c:neayeт 

JkMмa 4. ДЛЯ лю6оZ0 n>2 такого, что n есть npocтое ЧUCJIо, 

Sn+ 1 - L,.+I· 

Из Леммы 4, Леммы 3, Леммы 1 и свойств L,. + 1 следует 

Теорема 3. Для люfюго n> 2 n есть простое ЧUCJIо т.т.т., когда 

Sn+l = Ln+ l • 
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· Таким образом, функция х .. 5 У есть nпpих Шеффера для Ln + 1 

Т.Т.Т., когда о> 2 ecrь простое число. 
Из Теоремы 3 и результата Мак-Кинси следует 

Теорема 4 Дм любою n> 2 n есть nросmoe 'ШCJlо m.m.m., когда 
So+1 = Ео + 1 • 

Заметим, что ееоосредствееным доказательством Ев + 1 ~ Sn + 1 В 
Теореме 4 ЯВЛЯe'I'СЯ следующая последовательность формул: (7), (8), 
(9), (10), (3), (4), (5), (6) и 

(11) х ... Ву - х" (о .. 5 у). 

в заключение подчеркнем, что эквивалентность Sn + 1 = Еп + 1 
имеет место не для всего натурального ряда чисел, а лишь для 

nоедед08аmt.llьнocnш nросmьа 'ШСeJI в натуральном ряду, и эта 

эквивалентность по существу выражена равенством (11), правая 
часть которого представляет собой суперпозицию функции х .. 5 у. 

Число вхождений функции х .. 5 У В yry суперпозицию существенно 
зависит от определения функции х .. К у и, следовательно, от 
определения понятия простого числа (лемма 1). Так, в определеllИИ 
х .. К у можно отказаться от пункта (i) и от условия (х+у) > n в 
пункте (ii). Такую функцию обозначим посредством х .. К' у. Тогда 
формула, соответствующая (11), будет чрезвычайно сложной. Ло 
крайней мере в (4) посредством -х и х .. 1{' У определена фУIIКЦИЯ 
Лукасевича х .. у (для ЛJобого n:t2 такого что n есть простое число). 
Соответствующая формула содержит 21 345 281 вхождение 
функции х .. К' у . 

Литера.."а 

1. Бочвор ДА., Финн В.К. О меогозначных логиках, допускающих 
формализацию анализа антиномиЙ.1 11 Исследования по 
математической лингвистике, математической логике и 

информационным языкам. М., 1972. С.2З8-295. 

105 



2. Яблонский с.в. Функциональные построения в k-значной логике 
/ / Труды математического Инститyrа им. ВА.Стеклова. 1958. Т. 
51. С.5-142. 

З.Непdту Н.Е. Minimally incomplete sets оС Lukasiеwiсziап truth functions 
/ / Notre Оamе Journal оС Formal Logic. 1983. Vоl.2З. N 1. РР.I46-
150. 

4. Karpenko A.S. Characterization оС prime numbers in Lukasiewicz's 
logical таtЛx / / Studia Logica. 1989. Vol.48. N 4. РР.465-478. 

5. Lukлsiewiсz J.., TarsJd А. Investigations into the sentential calculus / / 
Lukasiewicz J. Selected works. Warszawa. 1970. Р.131-152. 

6. McКinsey. J.C.C. Оп the generation оС the functions Cpq and Np оС 
Lukasiewicz and Tarski Ьу meaпs оС а single Ьinасу operation / / Bull. 
оС the Aтer. Math. Soc. 1936. Vol.42. рр .849-851. 

7. Urqиhart А. Мапу-valued logic / / НапdЬооk оС philosophical logic. 
Vol.3: Alternatives in classicallogic. Dordrecht. 1986.Р.71-116. 

J()6 



КарпеllКО А.С., Памов С-А. 

МАТРИЦЫ для НЕЗАВИСИМОСТИ АКСИОМЫ 

ТРАНЗИТИВНОСТИ В АКСИОМАТИЗАЦИИ 

КЛАССИЧЕСКОЙ ИМШIИКАЦИИ· 

в [1] и [3] дана аксиоматизация ИМШIИкативного фрагмента 
классической пропозициональной логики: 

И. р" р 
В. (ч .. r) -о «р .. ч) .. (р .. r» 
С. (р .. (ч .. r» .. (ч .. (р" (» 
w. (р .. (р .. ч» .. (р .. ч) 
К1 (р .. ч) .. (r .. (р .. ч»1 
Х. '(р .. ( (ч"ч)"р) ) .. ( «Р"ч)"ч)"( (ч"р ) .. р». 

Правила вывода: подстановК2 и modus ропеns. 
Существенным требованием данной аксиоматизации 1v .. явля­

ется ее независимость. Трудности возникают с доказательством 

независимости аксиомы В. В указанных работах доказательство 
независимости В основывается на следующей теореме СЯськов­

ского (2], формулировку которой при ведем здесь полностью: ·Пусть 
S есть система аксиом для пропозициональноro исчисления с двумя 
нормальными правилам и вывода и S следующие свойства: 1) закон 
СИJUlOгизма CCpqCCqrCpr есть теорема системы S; 2) константные 
термины S: определенные унарные или бинарные связки, и более 
того, символы нольместных высказываний: v для истинного выска­
зывания и f для ложного высказывания. Тогда существуют две 
аксиомы, принадлежащие S, каждая из которых содержит по 

крайней мере 9 знаков, или существует аксиома, содержащая по 
крайней мере 11 знаков·. Заметим, что под знаком здесь 
понимается как пропозициональная перемеНllая, так и логическая 

связка. 

• ДOJlожено на семинаре 7 апреля 1994. 
1 В указанных выше работах ВМесто аксиомы К1 взята аксиома К' 1: 
r .... «р .... q) .. (р .... ч» (ПОСКOJIЬКУ исслеДО8a1lИСЬ также ИМПJlикативные 
фрагменты модальных ЛОГИК). но в данном случае это не имеет значения. 
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Поскольку в данной аксиоматизации 1v .. аксиома С 
эквивалентна 1': 

р .. «р .. ч) "ч), 
то заменив С на (', получаем аксиоматизацию 1V .. , которая содер­
жит только одну аксиому, содержащую 11 знаков, а именно В. 

для доказательства теоремы Яськовский использует две 
матрицы, соответственно 6-элементную и 12-элементную, кото­

рыми аксиома В ОПJЮвергается. В этих матрицах задается дизъюн­

IЩИЯ v И отрицание ,. ИмWIИкация определяется обычным 
образом: ,х v у. Тогда матрица ДJUJ имWIИкации выглядит следую­
щим образом: 

.. о 1 2 3 4 5 

О 5 5 5 5 5 5 
1 3 5 5 3 5 5 
2 4 5 5 5 4 5 
3 1 1 5 5 5 5 
4 2 5 2 5 5 5 
·5 О 1 2 3 4 5 

Эта матрица верифицирует аксиомы 1, С, W, К1, Х и фальсифи­

цирует В при следующих значениях: Ч=2, р=3, r=1. 
Однако с помоЩ!!>ю компьютерной ПJЮграммы MaGI4, разрабо­

танноА САЛавловым, удалось найти три 4-элементных матрицы, 

удовлетворяющие ухазанным свойствам: 

.. о 1 2 3 .. О 1 2 3 .. О 1 2 3 

О 3 1 3 3 О 3 3 2 3 О 3 3 3 3 
1 О 3 3 3 1 3 3 3 3 1 3 3 2 3 
2 3 3 3 3 2 О 3 3 3 2 3 1 3 3 

·3 О 1 2 3 ·3 О 1 2 3 ·3 О 1 2 3 

Соответственно: 
j.-.B: ч-2, р-1, r-O; 
j.-.B: ч= 1, р-2, r ... O; 
j.-.B: ч=О, р-2, r-1: 
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Особый интерес предстаWIЯет последняя из этих матриц. Она 

верифицирует также аксиому N: О ~ р. в силу результата 

М.БаЙсберга [4,сЬ.5] добавлеиие этой аксиомы к ПРОИЗВOJlьиой 
аксиоматизации 1V.. дает полную (fuU) систему классической 
пропозициоиальной логики 1V. 

Обратим внимание на число бинарных функций в 4-значной 
логике логике: 4 294 967 296, Т.е. это число 4-элементных матриц, 
определяющих все возможные бинарные функции. И только одна из 
них (!) фальсифицирует В (сохраняя modus ропеns) в полной 
аксиоматизации 1V: 1, В, С, W, К1, Х и N. 
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