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Яакко Хинтикка
(1929–2015)

Каарло Яакко Юхани Хинтикка (Kaarlo Jaakko Juhani Hintikka)
выдающийся финский логик и философ мирового значения родился
12 января 1929 года в Вантаа (Финляндия). Философское образование
получил в Хельсинкском университете и Вильямс Колледже (США).
В 1953 г. под руководством знаменитого финского философа и логика
Г.Х. фон Вригта (который в 1948 г. стал преемником Людвига Виттген-
штейна в Кембридже) защитил диссертацию по дистрибутивным нор-
мальным формам. С этим новым понятием связаны также и другие
его достижения: разработка в 1957 г. семантики возможных миров (мо-
дельных множеств) и деление понятия информации на поверхностную и
глубинную. Отсюда следовало, что общезначимые формулы не являют-
ся бессодержательными утверждениями, как считалось ранее, а несут
в себе информацию.

В 1962 г. публикуется его главная книга раннего периода «Знание
и убеждения» [12], где разрабатывается один из первых языков эписте-
мологической логики. В 1959 г. в возрасте 30 лет Хинтикка становится
профессором практической философии Хельсинского Университета, а в
1964 г. профессором философии Стэнфордского университета, ставше-
го одним из ведущих центров в области философии науки и философ-
ской логики. С 1978 по 1990 Хинтикка был профессором Университета
Флориды, а с 1990 г. и до конца жизни профессором Бостонского уни-
верситета.

Научные интересы Хинтикки поражают своим разнообразием и
глубиной исследования. Это теоретико-игровая семантика логики, при-
званная выработать и объяснить определенные «стратегии» обоснова-
ния и вывода, аналитические таблицы, индуктивная логика, теория до-
казательств, инфинитарные логики, интенсиональные логики и пропо-
зициональные установки, философия науки, история философия и ло-
гики (Аристотель, Декарт, Кант, Пирс, Фреге, Виттгенштейн, Гёдель).

В 1990-е годы Хинтикка начал разрабатывать IF-логику (логика
с ветвящимися кванторами), которая привела к пересмотру оснований
современной математики. Главная заслуга Хинтикки состоит в фор-
мализации идеи независимости кванторов, т.е. необходимо учитывать
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независимость квантификации одной переменной от другой. В резуль-
тате IF-логика становится богаче классической логики предикатов, а са-
мо понятие кванторов более соответствует нашим интуициям. Главной
особенностью новой логики является ее неполнота, что означает невоз-
можность дать список аксиом, из которых все общезначимые формулы
первопорядковой IF-логики могут быть выведены по чисто формаль-
ным правилам. Хинтикка предлагает пересмотреть само понятие пол-
ноты в общем и фактически пытается свести всю обычную математику
к расширенной первопорядковой IF-логике. Это дало повод заговорить
о революции в логике. В связи с этим большой интерес вызвала его
книга «Пересмотр принципов математики» [13], которую сравнивали с
книгой Б. Рассела «Принципы математики» (1903).

Впоследствии опираясь на теоремы Гёделя о неполноте, Хинтикка
вступает в дискуссию между механистами (утверждающими, что чело-
веческий разум может быть точно смоделирован цифровым компьюте-
ром или машиной Тьюринга) и анти-механистами и принимает сторону
последних, утверждая, что результат Гёделя выявляет ограниченность
вычислительных машин, а не людей с их логикой и математикой и уж
конечно не человеческого разума [8].

В течение более, чем 60-ти летней научной деятельности, Хинтикка
опубликовал около 40 книг и более 300 научных статей. Его работы
переведены на многие языки, в том числе, несколько книг опубликовано
на русском языке (см. [2, 7, 9], а также статьи в журнале «Вопросы
философии» [1, 3, 4, 6, 10]). С 1996 по 2004 им было опубликовано шесть
томов избранных работ (Kluwer Academic Publishers), а в 2006 г. в серии
«Библиотека ныне здравствующих философов» вышел посвященный
ему том [11] (в связи с этим см. [5]) с полной библиографией работ, что
стало свидетельством высокой оценки его результатов.

Признанием заслуг Хинтикки явилось также его избрание в Фин-
скую академию наук и искусств (1961), академию Финляндии (1970),
Американскую академию искусств и науки (1974), Норвежскую акаде-
мию наук и искусств (1991), а в 1999 г. Хинтикка становится иностран-
ным членом Российской академии наук. В 2005 г. ему была присуждена
международная премия Рольфа Шока по логике и философии «за пио-
нерский вклад в логическом анализе модальных понятий, и в частности
понятий знания и убеждений».

Кроме высокой активности в научной деятельности, преподавании
и публикациях, Хинтикка занимал высокое положение во многих меж-
дународных организациях, в том числе был вице-президентом Ассоци-
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ации символической логики в 1968–1971, вице-президентом Отделения
логики, методологии и философии науки Международного объедине-
ния истории и философии науки (DLMPS/IUHPS) в 1971–1975 и пре-
зидентом в 1975 г. В 1998 г. Хинтикка был председателем организа-
ционного комитета двадцатого Всемирного философского конгресса. В
1998–2011 гг. он был Президентом Международного Института фило-
софии.

Яакко Хинтикк умер 12 августа 2015 года через несколько дней
после окончания 15-го Международного конгресса по логике, методо-
логии и философии науки, проходившегося в Хельсинки, где он принял
участие сразу в двух международных конференциях.

* * *

У Яакко Хинтикки сложились особые научные и дружественные
отношения с российскими логиками и философами. В 1971 г. был подпи-
сан Прокол о сотрудничестве между Академией наук СССР и Финской
академией наук. Опираясь на этот документ в 1975 г. Хинтикка и выда-
ющийся отечественный логик В.А. Смирнов договорились о проведении
Советско-Финских коллоквиумов по логике. Первый коллоквиум был
проведен в Финляндии в 1976 г., а всего по 1997 г. было проведено девять
таких коллоквиумов. В 2012 г. в Санкт-Петербурге состоялся Откры-
тый Российско-Финский коллоквиум по логике (ORFIC). Об истории
проведения этих коллоквиумов см. в [14]. Также Хинтикка принимал
участие в других конференциях философской направленности, прово-
димых в нашей стране. В 1986 г. в Москве с успехом прошла советско-
американская конференция по эпистемологии, где Я. Хинтикка воз-
главлял группу известных американских философов.

Общение с Яакко Хинтиккой всегда было на редкость плодотвор-
ным и незабываемым благодаря его широчайшей эрудиции, открытости
и доброжелательности.
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мание на применение Tr в теории истины М. Фиттинга. Приводится аксиоматизация
Tr в языке (→,¬, T ). Доказывается полнота логики Tr с помощью применения очень
мощной теоремы Салквиста, которая дает достаточное условие полноты по Крип-
ке для нормальных модальных логик. Доказывается также алгебраическая полнота
логики Tr.
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1. Четырехзначная классическая логика C4

Пусть MC
4 есть четырехзначная логическая матрица

⟨{1, a, b, 0},¬,→,∨,∧, {1}⟩,
1Работа выполнена при поддержке РГНФ, грант № 14-03-00341.

c⃝ Карпенко А.С., Чагров А.В.
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которая получена посредством прямого произведения матрицы MC
2

(для классической пропозициональной логики C2) саму на себя, т.е.
MC

4 = MC
2 ×MC

2 , где матричные операции ¬,→,∨,∧ определяются сле-
дующим образом:

x ¬x
1 0

a b

b a

0 1

→ 1 a b 0

1 1 a b 0

a 1 1 b b

b 1 a 1 a

0 1 1 1 1

∨ 1 a b 0

1 1 1 1 1

a 1 a 1 a

b 1 1 b b

0 1 a b 0

∧ 1 a b 0

1 1 a b 0

a a a 0 0

b b 0 b 0

0 0 0 0 0

Как обычно:

x ∨ y = ¬x→ y,

x ∧ y = ¬(¬x ∨ ¬y),

x→ y = ¬x ∨ y,

x↔ y = (x→ y) ∧ (y → x).

Хорошо известно, что матрица MC
4 является характеристической

для C2. Логику с соответствующими логическими связками обозначим
посредством C4.

2. Модальная логика V2 и ее алгебры
В книге [12] К. Льюис и К. Лэнгфорд определяют и исследуют модаль-
ные системы S1–S5, используя главным образом 4-значные матрицы.
Обратим внимание на группу истинностных таблиц для связок →,¬ и
2, которые образуют матрицу «группы III» [12, с. 493], где модальный
оператор 2 определяется следующим образом:

21 = 1;2a = 2b = 20 = 0.



Модальная пропозициональная логика истины Tr и ее полнота 15

В [16, с. 305] Б. Собочиньский обнаруживает формулу α:

2p ∨2(p→ q) ∨2(p→ ¬q)

и устанавливает, что она не выводима в S5, а добавление ее к S5 не
превращает всю систему в C2. Собочиньский замечает, что в силу ре-
зультата С. Скрогcа [15] о предтабличности S5 система S5+α является
конечнозначной логикой. В [17, с. 350] эта система обозначается посред-
ством V2, и это стало её стандартным обозначением. Сам Собочиньский
занялся исследованием системы V1(S4+α). Нас же как раз интересует
система V2.

В [5, с. 121] Е. Леммон рассматривает двухэлементные моде-
ли Крипке для 15 четырехзначных модальных логик, являющих-
ся расширением C4. Как раз ℜ15 является такой моделью для V2,
где отношение достижимости U определяется следующим образом:
{⟨a, a⟩, ⟨b, b⟩, ⟨a, b⟩, ⟨b, a⟩}. Также эти модели наглядно представлены с
помощью направленных графов (с. 122).

В [6] Л.Л. Максимова рассмотрела все нормальные расширения мо-
дальной логики S5 (кроме самой S5,C2 и противоречивой логики), ко-
торые обладают интерполяционным свойством Крейга. Оказалось, что
модальная логика V2 является единственным таким расширением!

В [1] Н.М. Ермолаева и А.А. Мучник рассматривают расши-
рение алгебр Де Моргана2 операцией булева отрицания ¬. Полу-
чившиеся алгебры названы “MB -алгебрами”3. Доказывается полнота
аксиоматики MB -алгебр и устанавливается топологическое (множе-
ственное) представление MB -алгебр. Авторы показывают, что «логика
MB -алгебр. . . является усилением S5, а именно V2» [1, с. 190]. Также
утверждается, что матрица «группы III» является характеристической
для модальной логики V2, а сама логика V2 является “предполной”.
Это значит, что между V2 и C2 нет промежуточного исчисления. Дру-

2То есть дистрибутивная решетка ⟨A,∨,∧⟩ с 1 и 0 и операцией ∼, причем
∼ (х ∨ у) = ∼ x∧ ∼ y;∼ (x ∧ y) =∼ x∨ ∼ y;∼∼x = x;∼1 = 0;∼0 = 1;∼ a = a;
∼ b = b; a ∨ b = 1; a ∧ b = 0. Операция ∼ называется отрицанием Де Моргана.
Заметим, что решетка Де Моргана ⟨A,∨,∧,∼⟩ лежит в основании известной четы-
рехзначной логики Белнапа (см. [9]).

3Обратим внимание на четырехзначную логику DMB4 в [13]. Здесь вводится
алгебраическая аксиоматизация DMB4 в сигнатуре ⟨A,∨,∧,∼,¬, 1, 0⟩ под названи-
ем деморгановская булева алгебра: ⟨A,∨,∧,∼⟩-редукт есть решетка Де Моргана, а
⟨A,∨,∧,¬, 1, 0⟩-редукт есть булева алгебра. Здесь же представлено секвенциальное
исчисление для DMB4.
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гими словами, C2 является единственным собственным непротиворечи-
вым расширением V2.

В [2] отмечается, что многие неклассические пропозициональные
логики и соответствующие им алгебры могут быть единообразно вве-
дены и исследованы с помощью эндоморфизмов в дистрибутивных
решетках. Здесь рассматривается расширение булевой алгебры B =
⟨A,∨,∧,¬⟩ одноместной операцией g, удовлетворяющей условиям дис-
трибутивности:

g(x ∨ y) = g(x) ∨ g(y), (1)

g(x ∧ y) = g(x) ∧ g(y), (2)

т. е. g является эндоморфизмом дистрибутивной решетки, причем

g(1) = 1, g(0) = 0. (3)

Также имеет место

g¬(x) = ¬g(x). (4)

Полученная алгебра называется Bg-алгеброй, а тождества булевой
алгебры вместе с (1)–(4) образуют аксиоматику для Bg-алгебр. Здесь
же доказывается теорема стоуновского типа о представлении Bg-алгебр
алгеброй множеств.

Если для всякого x gg(x) = x, то g есть инволюция. Заметим, что
тождество (4) есть не что иное, как определение отрицания Де Мор-
гана ∼.

Полагая в Bg-алгебре

2x = x ∧ g(x),♢x = x ∨ g(x),

получаем алгебру, соответствующую модальной логике V2.
В свою очередь, в этой алгебре операция g определяется следую-

щим образом:

g(x) = 2x ∨ (¬x ∧ ♢x), где♢x = ¬2¬x [2, с. 245],

т. е. g(1) = 1, g(0) = 0, g(a) = b, g(b) = a.

Таким образом, показано, что логики со связками {¬,→,∨,∧,2}
(= V2) и {¬,→,∨,∧, g} функционально эквивалентны.
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3. Логика Tr
Логику со связками {→,¬, T}, где T есть g, обозначим посредством Tr.4

Связку T будем интерпретировать как оператор истинности. Заметим,
что для него выполняется закон исключенного третьего:

T (φ) ∨ T (¬φ)

и он коммутирует с отрицанием ¬:

¬Tφ↔ T¬φ.

Обратим внимание на работу М. Фиттинга [8]. В то время как С.
Крипке в своей известной работе о теории истины [11], альтернативной
к теории истины Тарского, использует трехзначную логику Клини K3

[4, § 64], Фиттинг применяет четырехзначную логику, считая ее более
естественной. Четырехзначная логика позволяет работать с полными
решетками, а не с полу-решетками, что упрощает математический ап-
парат. Фиттинг подчеркивает, что четырехзначный подход имеет самое
прямое отношение к семейству би-решеток (см. [10]), где наименьшей
нетривиальной би-решеткой является как раз решетка Де Моргана. Раз-
виваемая здесь четырехзначная теория истины включает в себя также
подход Крипке. Интересно, что здесь Фиттинг расширяет язык новой
теории истины операцией “конфляция” (conflation), которая есть не что
иное как эндоморфизм g.

4. Аксиоматизация Tr
1. Множество всех пропозициональных тавтологий (включая фор-

мулы с оператором T ).

2. T (φ→ ψ) ↔ (Tφ→ Tψ).

3. ¬Tφ↔ T¬φ.

4. TTφ↔ φ.

Правила вывода: modus ponens и правило Гёделя для T .

Заметим, что добавление аксиомы

5. Tφ↔ φ

4О функциональных свойствах логики Tr см. в [3]. По крайней мере, очевидно,
что она не является функционально полной.
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превращает логику Tr в консервативное расширение C2 посредством
добавления к C2 оператора идентичности T.

Стоит отметить, что в силу функциональной эквивалентности ло-
гик V2 и Tr, последняя также обладает интерполяционным свойством
Крейга.

5. Модальная логика Tr
По техническим причинам нам будет удобно использовать следующий
вариант аксиоматизации Tr, эквивалентный исходному. Определим ло-
гику Tr как множество формул (для удобства не различаем исчисления
и множества выводимых в них формул), выводимых из следующих схем
аксиом, где 2 есть T :

1. Всевозможные подстановки модальных формул в классические
тавтологии,

2. 2(φ→ ψ) → (2φ→ 2ψ),

3. 2φ→ 3φ,

4. 3φ→ 2φ,

5. φ→ 22φ,

6. 22φ→ φ

по правилам вывода

• modus ponens: если есть формулы φ и φ → ψ, то есть и формула
ψ,

• правило Гёделя: если есть формула φ, то есть и формула 2φ.

Здесь мы полагаем, что 3 есть сокращение для ¬2¬. Принципи-
ально ничего не изменится, если считать связку 3 исходной и ввести
еще одну схему аксиом — 3φ↔ ¬2¬φ.

Замечание 1. Логика Tr является нормальной модальной логикой
(это по определению означает, что в вышеприведенном определении
обязательно наличие схем аксиом 1 и 2 и обоих правил вывода, если и не
постулируемых, то допустимых). Для Tr (как для любой нормальной
модальной логики!) справедливы следующие полезные в дальнейшем
факты:
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• логике Tr принадлежат все формулы вида (n ≥ 1):

– 2φ1 ∧ · · · ∧2φn ↔ 2(φ1 ∧ · · · ∧ φn),

– 3φ1 ∨ · · · ∨3φn ↔ 3(φ1 ∨ · · · ∨ φn);

• теорема о замене эквивалентных (в двух вариантах):

– если Tr ⊢ ψ ↔ χ, то Tr ⊢ φ(ψ) ↔ φ(χ), где φ(ψ) — формула
с некоторым отмеченным вхождением ψ, φ(χ) — результат
замены ψ в φ на χ,

– если Tr ⊢ ψ ↔ χ, то если Tr ⊢ φ(ψ), то Tr ⊢ φ(χ), где φ(ψ)
— формула с некоторым отмеченным вхождением ψ, φ(χ)
— результат замены ψ в φ на χ.

Еще одно

Замечание 2. Легко показать, что из приведенной аксиоматики мож-
но исключить одну из схем аксиом (любую) 5 или 6. Например, ввиду
наличия аксиом 3 и 4 выводимости в Tr эквивалентности 2φ ↔ 3φ
(она разбита на конъюнктивные члены лишь для удобства дальнейших
доказательств), легко видеть, что ввиду теоремы о замене эквивалент-
ных, которая справедлива для всех нормальных модальных логик, мы в
любой формуле можем заменять подформулу вида 2φ на 3φ, и наобо-
рот. Возьмем для примера схему аксиом 5, то есть φ→ 22φ. Поскольку
здесь φ — произвольная формула, мы можем заменить ее на ¬φ, что
дает нам ¬φ→ 22¬φ, откуда по контрапозиции (аксиоме 1) получаем
¬22¬φ → ¬¬φ, что применением классической тавтологии «снятия-
навешивания двойного отрицания» и теоремы о замене эквивалентных
позволяет получить ¬2¬¬2¬φ→ φ, а значит, по определению 3, фор-
мулу (точнее, схему аксиом) 6.

6. Логика Tr−

Определяем логику Tr− как множество модальных формул, выводимых
из следующих схем аксиом:

1. Всевозможные подстановки модальных формул в классические
тавтологии,

2. 2(φ→ ψ) → (2φ→ 2ψ),

3. 2φ→ 3φ,
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4. 3φ→ 2φ,

5. φ→ 22φ,

6. 22φ→ φ,

7. Всевозможные формулы вида 2φ, где φ — подстановка в класси-
ческую тавтологию,

8. 2(2(φ→ ψ) → (2φ→ 2ψ)),

9. 2(2φ→ 3φ),

10. 2(3φ→ 2φ),

11. 2(φ→ 22φ),

12. 2(22φ→ φ)

• modus ponens: если имеются φ и φ→ ψ, есть и формула ψ.

Коротко говоря, логика Tr− по своей аксиоматике отличается от Tr тем,
что удалено правило Гёделя, но добавлены схемы аксиом, а именно —
каждая из схем аксиом χ логики Tr продублирована схемой 2χ.

7. Совпадение логик Tr и Tr−

Теорема 1. Логики Tr и Tr− совпадают как множества выводимых
формул.

Доказательство. Включение Tr− ⊆ Tr совершенно очевидно, по-
скольку все аксиомы Tr− тривиально выводимы в Tr, а замкнутость
относительно правила modus ponens уже постулирована, так что тре-
буется доказать лишь включение Tr ⊆ Tr−, то есть надо доказать, что
если φ ∈ Tr, то φ ∈ Tr−.

Также совершенно очевидно, что если замкнуть Tr− по правилу
Гёделя, то получится Tr. Значит, надо доказать, что Tr− уже и так
замкнута относительно правила Гёделя, то есть если формула φ при-
надлежит логике Tr−, то и 2φ принадлежит логике Tr−.

Принадлежность φ логике Tr− означает, что есть список (конеч-
ная последовательность) формул φ1, . . . , φn, каждая из которых есть
либо аксиома Tr−, либо получается из предыдущих по правилу вывода
modus ponens, причем φn = φ. Покажем, что в этом случае 2φ ∈ Tr−,
продемонстрировав как исходный вывод в Tr− перестроить в вывод
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формулы 2φ в Tr− возвратной индукцией по длине вывода n. По сути
мы должны «промоделировать» правило Гёделя, то есть показать, что
если φ выводима, то и 2φ выводима.

Итак (в соответствии с определением выводимости), пусть φ явля-
ется аксиомой логики Tr−. Тогда она имеет вид аксиомы Tr или 2χ,
где χ — аксиома Tr. В первом случае автоматически получается, что
формула 2χ выводима в Tr− по определению аксиоматики, а во вто-
ром — из того, что χ является аксиомой Tr, и по аксиоме χ → 22χ и
правилу modus ponens получаем, что выводима и 22χ, то есть и в этом
случае удалось «навесить» дополнительный 2.

Теперь рассмотрим случай, когда φn получается из φk и φl при
k < n и l < n по правилу modus ponens. Для определенности положим,
что φl = φk → φn. По индукционному предположению имеем, что фор-
мулы 2(φk → φn) и 2φk выводимы в Tr−. Остается воспользоваться
аксиомой 2(φk → φn) → (2φk → 2φn) и дважды применить правило
modus ponens, чтобы получить, что 2φn выводима Tr−.

Доказательство закончено. 2

8. Шкалы Крипке логики Tr

Здесь мы интересуемся устройством шкал логики Tr, которое является
довольно простым, как показывает

Теорема 2. Шкала Крипке F = ⟨W,R⟩ является шкалой логики Tr в
точности тогда, когда в F выполняются условия

1. ∀w ∈W ∃v ∈W wRv

«из каждой точки (мира) что-нибудь достижимо»,

2. ∀w ∈W ∀v1 ∈W ∀v2 ∈W (wRv1 & wRv2 ⇒ v1 = v2)

«из каждой точки достижимо не более одной точки»,

3. ∀w1 ∈W ∀w2 ∈W ∀w3 ∈W (w1Rw2 & w2Rw3 ⇒ w3 = w1)

«из каждой точки за два шага мы вновь попадаем в ту же точ-
ку».

Доказательство. Предположим, что F |= Tr или, что по сути то же
самое, в шкале F истинны все аксиомы Tr. Покажем, что F удовлетво-
ряет всем условиям из формулировки теоремы.

Справедливость первого условия следует из истинности в F форму-
лы 2p→ 3p (она получена по схеме аксиом 3). В самом деле, 2p→ 3p
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легко преобразуется в 3(¬p∨p), а любая формула вида 3α может быть
истинной в точке шкалы только в том случае, если из этой точки что-
нибудь достижимо. Приведем соответствующие преобразования в виде
последовательности эквивалентных формул:

2p→ 3p,
¬2p ∨3p,
¬¬¬2¬¬p ∨3p,
¬¬3¬p ∨3p,
3¬p ∨3p,
3(¬p ∨ p).

Отметим, что последний переход здесь осуществлен с помощью дока-
зуемой во всех нормальных модальных логиках схемы (3φ ∨ 3ψ) ↔
3(φ ∨ ψ).

Покажем, что второе условие справедливо, рассуждением «от про-
тивного».

Итак, предположим, что для некоторых w, v1, v2 выполняется
wRv1, wRv2, причем v1 ̸= v2. Введем оценку V на шкале F так:
V (p) = {v1}, то есть v1 — единственная точка, в которой истинна p, а в
остальном оценка V произвольна. Полученную модель обозначим M.

По выбору оценки имеем M, v1 |= p и M, v2 ̸|= p, откуда по
условиям wRv1, wRv2 получаем M, w |= 3p и M, w ̸|= 2p, что дает
M, w ̸|= 3p→ 2p, а это противоречит истинности в F аксиом, получа-
емых по схеме 4.

Наконец, последнее — третье — условие. Опять рассуждаем «от
противного».

Предположим, что для некоторых w1, w2, w3 из F верно, что w1Rw2

и w2Rw3, но w1 ̸= w3. Определим оценку V так: V (p) = {w3}, то есть
w3 — единственная точка, в которой истинна переменная p, а в осталь-
ном V произвольна. Полученную модель обозначим M.

По выбору оценки и ввиду того, что w1Rw2 и w2Rw3, имеем после-
довательно: M, w3 |= p, M, w2 |= 3p, M, w1 |= 33p. Однако M, w1 ̸|= p,
что в итоге дает M, w1 ̸|= 33p → p, а это противоречит нашему пред-
положению об истинности всех аксиом Tr, в частности — полученных
по схеме 5, которая, как уже отмечалось, эквивалентна (в присутствии
других схем, конечно) схеме 6.

Теперь покажем, что если для шкалы F выполнены все условия
из формулировки теоремы, то в F истинны все формулы, принадле-
жащие Tr. Ясно, что для этого достаточно проверить истинность ак-
сиом, поскольку правила вывода истинность формул сохраняют. Да-
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лее, нет нужды проверять истинность формул (аксиом), получаемых
по схемам 1 и 2, поскольку они истинны во всех шкалах. То есть нам
нужно проверить истинность аксиом, полученных по схемам 3, 4, 6 (схе-
му 5, как замечено, рассматривать не обязательно, поскольку в контек-
сте остальных схем она эквивалентна схеме 6). Вновь рассуждаем «от
противного».

Предположим, что некоторая формула вида 2φ → 3φ (схема 3)
опровергнута в шкале F при некоторой оценке V (то есть в модели
M = ⟨F , V ⟩) в некоторой точке w, символически — M, w ̸|= 2φ → 3φ.
Последнее означает, что M, w |= 2φ и M, w ̸|= 3φ. Может ли какая-
нибудь точка v шкалы F быть достижима из w? Нет, поскольку тогда
из wRv следовало бы одновременно M, v |= φ и M, v ̸|= φ. Однако это
противоречит условию «из каждой точки что-нибудь достижимо».
Значит, наше предположение неверно, то есть все формулы вида 2φ→
3φ в шкале F истинны.

Перейдем к рассмотрению схемы 4 («по традиции» рассуждаем «от
противного»).

Предположим, что некоторая формула вида 3φ → 2φ опроверг-
нута в шкале F при некоторой оценке V (то есть в модели M = ⟨F , V ⟩)
в некоторой точке w, символически — M, w ̸|= 3φ→ 2φ. Это означает,
что M, w |= 3φ и M, w ̸|= 2φ. Таким образом, существуют точки v1 и
v2, такие что wRv1, wRv2 и v1 |= φ, v1 ̸|= φ, а потому v1 ̸= v2. Тем са-
мым получается, что условие «из каждой точки достижимо не более
одной точки» нарушено, а это противоречие показывает, что на самом
деле ни одна из формул вида 3φ → 2φ опровергнута в шкале F быть
не может.

Наконец, последняя схема — схема 6 (и вновь рассуждение «от
противного»).

Предположим, что некоторая формула 22φ → φ опровергается
в шкале F при некоторой оценке V (то есть модели M = ⟨F , V ⟩) в
некоторой точке w1, символически — M, w1 ̸|= 22φ → φ, в частности,
M, w1 ̸|= φ. Возьмем произвольные точки w2 и w3, такие что w1Rw2 и
w2Rw3 (такие точки существуют ввиду условия «из каждой точки что-
нибудь достижимо»). Поскольку M, w1 |= 22φ, мы имеем M, w3 |= φ.
Значит, w1 ̸= w3, что противоречит условию «из каждой точки за два
шага мы вновь попадаем в эту же точку». Таким образом, мы вновь
получили противоречие, откуда можно сделать вывод, что все формулы
вида 22φ→ φ в F истинны.

Доказательство теоремы закончено. 2
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Легко понять, что утверждение этой теоремы может быть упроще-
но. А именно, если интересоваться только шкалами с корнем, то есть
шкалами, у которых есть точка r, обладающая тем свойством, что вся-
кая точка достижима из r за какое-то число (конечное, разумеется, в
частности, может быть за ноль) шагов по отношению достижимости.

Так вот, следствием из доказанной теоремы является

Теорема 3. Шкалами с корнем логики Tr являются с точностью до
изоморфизма две шкалы: F1 = ⟨{a}, {⟨a, a⟩}⟩ (шкала из одной рефлек-
сивной точки) и F2 = ⟨{b, c}, {⟨b, c⟩ , ⟨c, b⟩}⟩ (шкала из двух взаимодо-
стижимых иррефлексивных точек).

Доказательство. Итак, r — корень шкалы F логики Tr. Возможны
два случая: точка r рефлексивна; точка r иррефлексивна.

В первом случае из r не может быть достижима ни одна другая точ-
ка, поскольку в противном случае нарушилось бы свойство «из каждой
точки достижимо не более одной точки». Эта шкала, очевидно, изо-
морфна шкале F1.

Во втором случае из точки r должна быть достижима (другая!)
точка s (условие «из каждой точки что-нибудь достижимо»), при-
чем ровно одна (условие «из каждой точки достижимо не более одной
точки»). Из точки s тоже должна быть достижима и ровно одна точка,
а она по условию «из каждой точки за два шага мы вновь попадаем
в ту же точку» должна совпасть с r. Ясно, что мы получили шка-
лу, изоморфную F2: в качестве изоморфизма можно взять, например,
функцию f(r) = b, f(s) = c.

Доказательство теоремы закончено. 2

9. Полнота по Крипке логики Tr. Применение теоремы
Салквиста

Известная теорема Салквиста [14, p. 110–143] дает достаточное условие
полноты по Крипке нормальных модальных логик, более того, их кано-
ничности и первопорядковости соответствующего класса шкал Крипке.
Это условие состоит в том, что для аксиоматизации используется допол-
нительная к минимальной нормальной логике K аксиома, являющаяся
конъюнкцией формул вида 2k(ψ → χ), где k ≥ 0, χ — позитивная фор-
мула, а ψ построена из пропозициональных переменных и отрицаний
пропозициональных переменных, констант ⊥ и ⊤ с помощью связок ∧,
∨, 2 и 3 таким образом, что никакая из подформул формулы ψ вида
ψ1 ∨ ψ2 или 3ψ1, содержащих переменную без отрицания, не находит-
ся в области действия связки 2. Некоторую несколько более сильную
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формулировку теоремы Салквиста с доказательством можно найти в
[7, p. 347–354].

Ясно, что аксиомы 3–6 (точнее, их конъюнкция) удовлетворяют
условию теоремы Салквиста, что сразу дает полноту по Крипке этой
логики, то есть справедлива

Теорема 4. Логика Tr полна по Крипке, то есть всякая формула φ
выводима в Tr тогда и только тогда, когда φ истинна во всякой шкале
логики Tr.

Поскольку всякая полная по Крипке нормальная модальная логика
полна относительно своих шкал с корнем, мы получаем, что утвержде-
ние этой теоремы можно усилить: логика Tr полна относительно клас-
са шкал {F1,F2}, где шкалы F1 и F2 определены в конце предыдущего
раздела. Иными словами, справедливо равенство Tr = LogF1 ∩ LogF2,
где LogF1 и LogF2 — обозначения множеств формул, истинных в шка-
лах F1 и F2 соответственно. Однако и это утверждение имеет усиление.
Перед его формулировкой докажем вспомогательное утверждение.

Лемма 1. Справедливо включение LogF2 ⊂ LogF1, причем включение
является строгим.

Доказательство. Покажем, что справедливо LogF2 ⊆ LogF1 (то есть
нестрогое включение) рассуждением «от противного» (более точно, по
контрапозиции). Другими словами, предположив, что φ ̸∈ LogF1, пока-
жем, что φ ̸∈ LogF2.

Итак, пусть φ ̸∈ LogF1. Это означает, что при некоторой оценке V1
на F1 для модели M1 = ⟨F1, V1⟩ выполняется

M1, a ̸|= φ.

Введем оценку V2 на шкале F2 таким образом: полагаем для всякой
переменной p, что

• если V1(p) = ∅, то V2(p) = ∅;

• если V1(p) = {a}, то V2(p) = {b, c}.

Индукцией по построению произвольной формулы ψ (в частности, это
может быть и φ) рутинно доказывается, что

M1, a |= ψ ⇐⇒ M2, b |= ψ ⇐⇒ M2, c |= ψ.

Отсюда следует, что поскольку M1, a ̸|= φ, то

M2, b ̸|= φ, и M2, c ̸|= φ.
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Теперь покажем, что включение строгое. Для этого достаточно за-
метить, что F1 |= 2p→ p, но F2 ̸|= 2p→ p.

Лемма доказана. 2

Теорема 5. Логики Tr и LogF2 совпадают, то есть логика Tr полна
относительно одноэлементного класса шкал {F2}.

Доказательство. Как замечено выше, Tr = LogF1∩LogF2, а по лемме
мы имеем LogF1 ∩ LogF2 = LogF2, что и дает требуемое.

Теорема доказана. 2

10. Алгебраическая полнота логики Tr

Итак, выше установлено, что логика Tr совпадает со множеством фор-
мул, истинных в шкале F2 ⟨{b, c}, {⟨b, c⟩ , ⟨c, b⟩}⟩. Стандартным способом
преобразуем эту шкалу в алгебраическую модель (модальную алгебру)
A2, которая семантически эквивалентна шкале F2.

В качестве носителя (то есть множества элементов) алгебры A2

множества возможных значений переменных, а значит и формул, в F2

(обозначения довольно произвольны): 1 = {b, c}, b = {b}, c = {c}, 0 = ∅.
Обозначим алгебры посредством A2, то есть A2 = {1, b, c, 0}.

Булевы операции на A2 вводим обычным теоретико-
множественным образом, обозначая их как соответствующие классиче-
ские связки.Так, отрицание есть теоретико-множественное дополнение:

¬1 = 0, ¬b = c, ¬c = b, ¬0 = 1.

Сходным образом «определяются» пересечение («конъюнкция») и объе-
динение («дизъюнкция»):

1 ∧ x = x ∧ 1 = x, b ∧ c = c ∧ b = 0, 0 ∧ x = x ∧ 0 = 0,

и
1 ∨ x = x ∨ 1 = 1, b ∨ c = c ∨ b = 1, 0 ∨ x = x ∨ 0 = x,

где x произвольно. Константам ⊥ и ⊤ сопоставляем 0 и 1 соответствен-
но. Остальным булевым связкам сопоставляем те операции, которые
получаются по обычным определениям через суперпозию. Например,
с учетом того, что импликация → определяется через дизъюнкцию и
отрицание — x→ y = ¬x ∨ y, получаем соответствующую операцию:

1 → x = x, b → c = c, b → 0 = c,
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b → b = b, b → 0 = b, 0 → x = 1, x→ 1 = 1,

где x произвольно.
Осталось определить операцию, соответствующую связке 2 (счита-

ем связку 3 производной). Воспользуемся тем же интуитивным сообра-
жением, которое мы использовали для булевых связок. Если x — неко-
торое множество истинности формул, то разумно полагать, что 2x —
множество миров F2, из которых достижимы в точности миры из x.
Так получаем:

21 = 1, 20 = 0, 2b = c, 2c = b.

Алгебра A2 определена. Полагаем, что множество выделенных эле-
ментов в ней состоит только из 1 («формула истинна в шкале, если она
истинна во всех мирах этой шкалы»). Так получается четырехэлемент-
ная логическая матрица, которую обозначим Ω2.

Истинность формулы в матрице Ω2 определяем, как обычно.
Оценкой в матрице Ω2 считаем функцию v, которая каждой пропо-

зициональной p сопоставляет некоторый элемент A2. Оценка перемен-
ных распространяется на все формулы тривиальным индуктивным об-
разом в соответствии с приведенными выше определениями операций.
Например, v(α∧β) = v(α)∧v(β) (должно быть ясно, что в последнем ра-
венстве символ ∧ имеет разный смысл — слева это пропозициональная
связка конъюнкция, а справа — соответствующая операция в алгебре
A2, то есть пересечение).

Тривиальной индукцией по построению формул доказываются сле-
дующие две леммы.

Лемма 2. Пусть V — оценка пропозициональных переменных на шка-
ле F2. Определим оценку v на матрице Ω2 так:

v(p) = {x ∈ {b, c} | x ∈ V (p)}.

Тогда для всякой формулы φ справедливо, что

v(φ) = {x ∈ {b, c} | x ∈ V (φ)}.

Лемма 3. Пусть v — оценка пропозициональных переменных на мат-
рице Ω2. Определим оценку V на шкале F2 так:

V (p) = v(p).
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Тогда для всякой формулы φ справедливо, что

V (φ) = v(φ).

Из этих лемм следует, что шкала F2 и матрица Ω2 семантически
эквивалентны, то есть они опровергают, а тем самым и принимают, одни
и те же формулы. Тем самым, поскольку Tr полна относительно шкалы
F2, доказана

Теорема 6. Логика Tr полна относительно матрицы Ω2, то есть
формула принадлежит логике Tr тогда и только тогда, когда она
(формула) истинна в матрице Ω2.

11. Замечание о расширениях Tr

Итак, мы получили в свое распоряжение логику Tr, о которой может
быть много вопросов, но мы коснемся только одного: какие расшире-
ния имеет Tr? Ввиду известного факта (всякая табличная логика имеет
только табличные расширения) мы получаем, с учетом предыдущего,
что всякое расширение Tr определяется либо шкалой F2, то есть явля-
ется самой Tr, либо шкалой F1, либо пустым множеством шкал, то есть
является противоречивой логикой. Других вариантов нет!
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Изучаемые здесь I-логики васильевского типа были найдены в процессе экспли-
кации некоторых идей российского логика и философа Николая Александровича
Васильева, лежащих в основе его «воображаемой логики». Целью этой статьи явля-
ется демонстрация того, как конструировать простые и удобные для поиска доказа-
тельства секвенциальные аксиоматизации I-логик васильевского типа и как строить
интуитивно ясные двузначные семантики, адекватные I-логикам васильевского ти-
па. В предлагаемой статье определяются I-логики васильевского типа, строятся их
секвенциальные аксиоматизации, даются необходимые семантические определения
и доказываются теорема об оправданности HI⟨α,β⟩-выводов (теорема 5) и теорема о
полноте HI⟨α,β⟩-выводов (теорема 6). Работа завершается рядом следствий из ука-
занных теорем и анонсом решения проблемы табличности I-логик васильевского
типа.

Ключевые слова: I-логика васильевского типа, секвенциальная аксиоматизация
I-логик васильевского типа, семантика I-логик васильевского типа.

В [12] определяется для произвольных x и y из {0, 1, 2, . . . ω} ло-
гика I⟨x,y⟩. Логики этого вида используются в [13] при иллюстрации
действия обобщенной теоремы Гливенко. Различные естественные под-
классы класса всех таких логик рассматриваются, например, в рабо-
тах [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12]. В предлагаемой статье изучаются
I-логики васильевского типа. I-логикой васильевского типа называем
такую логику I⟨x,y⟩, что x и y принадлежат множеству {0, 1, 2, . . . ω} и
при этом x или y не равно 0. Можно показать, что с помощью I-логик
васильевского типа эксплицируются некоторые логические построения,
проводимые в [1] и в ряде других работ Николая Александровича Васи-
льева. Начало подобного рода экспликациям положено Аидой Арруда
в [15]. Исследуя идеи, фундирующие «воображаемую логику» Н.А. Ва-
сильева, А. Арруда пришла в [15] к трехзначной пропозициональной

1Работа выполнена при поддержке РГНФ, грант № 13-03-00088а.
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логике (аксиоматизирована в [15] посредством исчисления V1), имити-
рующей на пропозициональном уровне ряд важных черт «воображае-
мой логики». Трехзначная логика, детерминированная исчислением V1,
тесно связана с логикой I⟨1,0⟩ (понятно, что I⟨1,0⟩ является I-логикой
васильевского типа) — можно доказать, что логика I⟨1,0⟩ равна (с точ-
ностью до обозначений) множеству всех таких V1-доказуемых формул,
ни одна из которых не имеет вхождений так называемых «классических
пропозициональных переменных». Заметим, что множество всех пропо-
зициональных переменных языка исчисления V1 разбито (см. [15]) на
два множества. В [15] А. Арруда называет элементы одного из этих мно-
жеств классическими пропозициональными переменными, а элементы
другого — васильевскими пропозициональными переменными.

В статье основное внимание уделено двум проблемам — проблеме
секвенциальных аксиоматизаций I-логик васильевского типа и пробле-
ме построения двузначных семантик, адекватных I-логикам васильев-
ского типа.

Главные из полученных здесь результатов: (1) описан метод по-
строения по всяким x и y из {0, 1, 2, . . . ω} свободной от сечения секвен-
циальной аксиоматизации логики I⟨x,y⟩, (2) описан метод построения
по всяким x и y из {0, 1, 2, . . . ω} двузначной семантики, адекватной
логике I⟨x,y⟩.

Язык L всех рассматриваемых здесь логик есть стандартно опре-
деляемый пропозициональный язык, алфавиту которого принадлежат
в точности следующие символы: p1, p2, p3, . . . (пропозициональные пе-
ременные языка L) &,∨,⊃, (бинарные логические связки языка L), ¬
(унарная логическая связка языка L), левая и правая круглые скоб-
ки. Определение L-формулы индуктивно: (1) всякая пропозициональ-
ная переменная языка L есть L-формула, (2) если A и B являют-
ся L-формулами, то (A&B), (A ∨ B), (A ⊃ B), и (¬A) являются L-
формулами, (3) ничто другое не является L-формулой. Квазиэлемен-
тарной L-формулой называем L-формулу, в которую не входит ни од-
на бинарная логическая связка языка L. Длиной L-формулы называ-
ем число всех вхождений символов &,∨,⊃,¬ в эту L-формулу. Ясно,
что для всякой L-формулы существует единственная длина этой L-
формулы, и что длина всякой L-формулы есть целое неотрицательное
число. Условимся обозначать длину L-формулы A через h(A). Логи-
кой называем непустое множество L-формул, замкнутое относительно
modus ponens в L и относительно правила подстановки L-формулы вме-
сто пропозициональной переменной языка L. Теорией логики L назы-
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ваем множество L-формул, включающее логику L и замкнутое отно-
сительно modus ponens в L. Понятно, что множество всех L-формул
является логикой, а также теорией любой логики. Множество всех L-
формул называем тривиальной теорией. Противоречивой теорией логи-
ки L называем такую теорию T логики L, что для некоторой L-формулы
A верно: A ∈ T и (¬A) ∈ T. Паранепротиворечивой теорией логики L
называем такую противоречивую теорию T логики L, что T не есть три-
виальная теория. Паранепротиворечивой логикой называем такую ло-
гику L, что существует паранепротиворечивая теория логики L. Полной
теорией логики L называем такую теорию T логики L, что для всякой
L-формулы A верно следующее: A ∈ T или (¬A) ∈ T. Параполной тео-
рией логики L называем такую теорию T логики L, что T не является
полной теорией логики L и всякая полная теория логики L, включаю-
щая T, есть тривиальная теория. Параполной логикой называем такую
логику L, что существует параполная теория логики L. Паралогикой
называем такую логику, которая является паранепротиворечивой ло-
гикой или/и параполной логикой. Паранормальной логикой называем
такую логику, которая является паранепротиворечивой логикой и па-
раполной логикой.

Условимся, что на протяжении всей статьи α и β — произвольные
фиксированные числа из {0, 1, 2, . . . ω}. Построим исчисление HI⟨α,β⟩
гильбертовского типа. Язык исчисления HI⟨α,β⟩ есть L. Аксиомами ис-
числения HI⟨α,β⟩ являются все те и только те L-формулы, каждая из
которых имеет хотя бы один из следующих двенадцати видов (здесь A,
B и C — L-формулы):

(I) ((A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C))),
(II) (A ⊃ (A ∨B)),
(III) (B ⊃ (A ∨B)),
(IV) ((A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A ∨B) ⊃ C))),
(V) ((A&B) ⊃ A),
(VI) ((A&B) ⊃ B),
(VII) ((C ⊃ A) ⊃ ((C ⊃ B) ⊃ (C ⊃ (A&B)))),
(VIII) ((A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A&B) ⊃ C)),
(IX) (((A&B) ⊃ C) ⊃ (A ⊃ (B ⊃ C))),
(X) (((A ⊃ B) ⊃ A) ⊃ A),
(XI,α) ((¬D) ⊃ (D ⊃ A)), где D есть L-формула, которая не явля-

ется квазиэлементарной L-формулой длины < α,
(XII,β) ((E ⊃ (¬(A ⊃ A))) ⊃ (¬E)), где E есть L-формула, которая

не является квазиэлементарной L–формулой длины < β.
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Исчисление HI⟨α,β⟩ имеет единственное правило — modus po-
nens в L.

Напомним, что правило modus ponens в L есть множество всех
упорядоченных троек, каждая из которых имеет вид ⟨A, (A ⊃ B), B⟩,
где A и B являются L-формулами. Правило modus ponens в L обозна-
чаем через MPL.

Определение 1. Называем HI⟨α,β⟩-доказательством длины n (n есть
целое положительное число) L-формулы A такую n-членную последо-
вательность L-формул с первым членом A1, . . . , с n-ным членом An, что
выполняются условия (I) и (II): (I) An есть A, (II) для всякого целого по-
ложительного числа i, которое меньше или равно n, верно, что Ai есть
аксиома исчисления HI⟨α,β⟩ или существуют такие целые положитель-
ные числа k и l, каждое из которых меньше i, что ⟨Ak, Al, Ai⟩ ∈ MPL.

Определение 2. Называем Д HI⟨α,β⟩-доказательством L-формулы A,
если существует такое целое положительное число n, что Д естьHI⟨α,β⟩-
доказательство длины n L-формулы A.

Определение 3. Называем HI⟨α,β⟩-выводом длины n (n есть целое
положительное число) из множества M L-формул L-формулы A та-
кую n-членную последовательность L-формул с первым членом A1, . . . ,
с n-ным членом An, что выполняются условия (I) и (II): (I) An есть
A, (II) для всякого целого положительного числа i, которое меньше
или равно n, верно хотя бы одно из следующих трех условий: (1)
Ai ∈ M , (2) Ai есть аксиома исчисления HI⟨α,β⟩, (3) существуют та-
кие целые положительные числа k и l, каждое из которых меньше i,
что ⟨Ak, Al, Ai⟩ ∈ MPL.

Определение 4. Называем Д HI⟨α,β⟩-выводом из множества M L-
формул L-формулы A, если существует такое целое положительное чис-
ло n, что Д есть HI⟨α,β⟩-вывод длины n из множества M L-формул
L-формулы A.

Условимся о том, что для всякого множества К L-формул и всякой
L-формулы F запись «K ⊢HI⟨α,β⟩ F» есть сокращение для «существу-
ет HI⟨α,β⟩-вывод из множества К L-формул L-формулы F», а запись
«⊢HI⟨α,β⟩ F» есть сокращение для «существует HI⟨α,β⟩-доказательство
L-формулы F».

Определение 5. Называем L-формулу A L-формулой, доказуемой в
HI⟨α,β⟩, если ⊢HI⟨α,β⟩ A.
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Условимся через I⟨α,β⟩ обозначать множество всех L-формул, дока-
зуемых в HI⟨α,β⟩. Опираясь на соответствующие определения и введен-
ные выше соглашения, а также на тот факт, что для всяких L–формул
A, B и C L-формулы (A ⊃ A), (A ⊃ (B ⊃ A)) и ((A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃
((A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ C))) доказуемы в HI⟨α,β⟩, можно стандартно дока-
зать следующую теорему дедукции для HI⟨α,β⟩-выводов: для всякого
множества M L-формул и для всяких L-формул A и B верно, что если
M ∪ {A} ⊢HI⟨α,β⟩ B, то M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ B).

Доказаны нижеследующие утверждения (У1)–(У4).

(У1) I⟨0,0⟩ есть классическая пропозициональная логика в языке L.

Здесь «классическая пропозициональная логика в языке L» озна-
чает множество всех классических тавтологий в языке L.

(У2) Для всяких x и y из {0, 1, 2, . . . ω} верно следующее: x ̸= 0 тогда и
только тогда, когда I⟨x,y⟩ есть паранепротиворечивая логика.

(У3) Для всяких x и y из {0, 1, 2, . . . ω} верно следующее: y ̸= 0 тогда и
только тогда, когда I⟨x,y⟩ есть параполная логика.

(У4) Для всяких x, y, z и u из {0, 1, 2, . . . ω} верно следующее: I⟨x,y⟩
включается в I⟨z,u⟩ тогда и только тогда, когда x ≥ z и y ≥ u.

В свете утверждений (У2) и(У3), а также данных выше определе-
ний, ясно, что верны утверждения (У5) и (У6).

(У5) Для всяких x и y из {0, 1, 2, . . . ω} верно следующее: x ̸= 0 или
y ̸= 0 тогда и только тогда, когда I⟨x,y⟩ есть паралогика.

(У6) Для всяких x и y из {0, 1, 2, . . . ω} верно следующее: x ̸= 0 и y ̸= 0
тогда и только тогда, когда I⟨x,y⟩ есть паранормальная логика.

Простым следствием утверждения (У4) является следующее ут-
верждение (У7).

(У7) Для всяких x, y, z и u из {0, 1, 2, . . . ω} верно следующее: I⟨x,y⟩ =
I⟨z,u⟩ тогда и только тогда, когда x = z и y = u.

Построим секвенциальное исчисление GI⟨α,β⟩, аксиоматизирующее
логику I⟨α,β⟩.
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Алфавит А языка этого исчисления есть объединение алфавита
языка L с двухэлементным множеством {,, →} символов. Непустой
последовательностью L-формул называем слово в алфавите А, имею-
щее вид A1,. . . ,An, где n — целое положительное число, а A1, . . . , An

есть L-формулы. Заметим, что если n = 1, то A1,. . . ,An есть A1. Пу-
стой последовательностью L-формул называем пустое слово. Пустую
последовательность L–формул обозначаем через Λ. Называем π после-
довательностью L-формул, если π есть пустая последовательность L-
формул или непустая последовательность L-формул. Предполагается,
что для всяких последовательностей π и ρ L-формул верно следующее:
Λ,π есть π, π,Λ есть π, а π,Λ,ρ есть π,ρ. Ясно, что для всякого целого
положительного числа k и для всяких последовательностей π1, . . . , πk
L-формул слово π1,. . . ,πk есть последовательность L-формул. Далее
используем буквы Γ,∆,Σ и Θ только для обозначения последователь-
ностей L-формул.

Секвенцией называем слово в алфавите A, имеющее вид Γ → ∆.
Для всякого целого положительного числа n называем n-посылочным
секвенциальным правилом любое подмножество n + 1-вой декартовой
степени множества всех секвенций. Называем R секвенциальным пра-
вилом, если для некоторого целого положительного числа n R есть n-
посылочное секвенциальное правило. Называем П применением секвен-
циального правила R, если П ∈ R.

Множество всех основных секвенций исчисления GI⟨α,β⟩ есть мно-
жество всех секвенций, каждая из которых имеет вид A → A, где A
есть L-формула.

Множество всех правил исчисления GI⟨α,β⟩ является множеством
всех определяемых ниже секвенциальных правил (R1)–(R14), (15.α),
(16.β) и (17). В этих определениях A и B являются L-формулами.

(R1) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨Γ,A,B,∆ → Θ, Γ,B,A,∆ → Θ⟩,

(R2) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨Γ → ∆,A,B,Θ, Γ → ∆,B,A,Θ⟩,

(R3) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨A,A,Γ → Θ, A,Γ → Θ⟩,

(R4) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨Γ → Θ,A,A, Γ → Θ,A⟩,

(R5) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨Γ → Θ, A,Γ → ∆⟩,
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(R6) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨Γ → Θ, Γ → Θ,A⟩,

(R7) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨A,Γ → Θ, (A&B),Γ → Θ⟩,

(R8) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨A,Γ → Θ, (B&A),Γ → Θ⟩,

(R9) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨Γ → Θ,A, Γ → Θ,B, Γ → Θ,(A&B)⟩,

(R10) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨A,Γ → Θ, B,Γ → Θ, (A ∨B),Γ → Θ⟩,

(R11) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨Γ → Θ,A, Γ → Θ,(A ∨B)⟩,

(R12) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨Γ → Θ,A, Γ → Θ,(B ∨A)⟩,

(R13) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨Γ → Θ,A, B,Σ → ∆, (A ⊃ B),Γ,Σ → Θ,∆)⟩,

(R14) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨A,Γ → Θ,B, Γ → Θ,(A ⊃ B)⟩,

(R 15.α) есть секвенциальное правило, каждое применение которо-
го имеет вид ⟨Γ → Θ,D, (¬D),Γ → Θ⟩, где D есть формула, которая
не является квазиэлементарной L-формулой длины < α,

(R16.β) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨E,Γ → Θ, Γ → Θ,(¬E)⟩, где E есть формула, которая не
является квазиэлементарной L-формулой длины < β .

(R17) есть секвенциальное правило, каждое применение которого
имеет вид ⟨Γ → ∆,A, A,Σ → Θ, Γ,Σ → ∆,Θ⟩.

Согласно традиции, идущей от [2], секвенциальное правило (R17)
принято называть сечением или правилом сечения.

Доказательства в GI⟨α,β⟩ строятся обычным для секвенциальных
исчислений образом — аналогично тому, как строятся в [2] LK-выводы,
а также аналогично тому, как строятся в [3] и в [14] древовидные до-
казательства в секвенциальных исчислениях. Определение секвенции,
доказуемой в GI⟨α,β⟩, стандартно.

С использованием методов, разработанных в [2], доказана следую-
щая теорема 1.

Теорема 1. Для всякой L-формулы A: → A есть секвенция, доказуе-
мая в GI⟨α,β⟩, тогда и только тогда, когда A ∈ I⟨α,β⟩.

Определяем напарника исчисления GI⟨α,β⟩ как такое секвенциаль-
ное исчисление W, что (1) язык исчисления W есть язык исчисления
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GI⟨α,β⟩ (2) множество всех основных секвенций исчисления W есть мно-
жество всех основных секвенций исчисления GI⟨α,β⟩, (3) множество всех
правил исчисления W есть разность множества всех правил исчисления
GI⟨α,β⟩ и множества {(R17)}, (4) доказательство в W строится в виде
дерева обычным для секвенциальных исчислений образом. Ясно, что
существует единственный напарник исчисления GI⟨α,β⟩. Напарника ис-
числения GI⟨α,β⟩ обозначаем через FC GI⟨α,β⟩.

Следующая теорема 2 (теорема об устранимости сечения для ис-
числения GI⟨α,β⟩) доказана методом, предложенным и примененным
Г. Генценом в [2].

Теорема 2. Для всякой секвенции S : S доказуема в GI⟨α,β⟩ тогда и
только тогда, когда S доказуема в FC GI⟨α,β⟩.

Теорема 3. Исчисление FC GI⟨α,β⟩ разрешимо.

Теорема 3 доказана методом редуцированных секвенций, разрабо-
танным Г. Генценом в [2].

В свете теорем 1,2 и 3 очевидна следующая теорема 4.

Теорема 4. I⟨α,β⟩ есть разрешимая логика.

Построим семантику, адекватную логике I⟨α,β⟩. Предлагаемая се-
мантика логики I⟨α,β⟩ является двузначной в том смысле, что в этой
семантике верно следующее: для всякой L-формулы A и для всякой
I⟨α,β⟩-оценки v значение A при v есть либо 1 (истина), либо 0 (ложь).

I⟨α,β⟩-предоценкой называем отображение множества всех квази-
элементарных L-формул, длина каждой из которых ≤ max(α, β), в мно-
жество {0, 1}.

I⟨α,β⟩-оценкой называем такую I⟨α,β⟩-предоценку v, что выполня-
ются условия:

(1) для всякой такой квазиэлементарной L-формулы Q, что h(Q) <
max(α, β), верно следующее: если h(Q) ≥ α и v(Q) = 1, то v((¬Q)) = 0;

(2) для всякой такой квазиэлементарной L-формулы Q , что h(Q) <
max(α, β), верно следующее: если h(Q) ≥ β и v(Q) = 0, то v((¬Q)) = 1.

Определим I⟨α,β⟩-означивание при заданной I⟨α,β⟩-оценке.
I⟨α,β⟩-означиванием при I⟨α,β⟩-оценке v называем такое отображе-

ние f множества всех L-формул в множество {0, 1}, что выполняются
следующие условия:

(1) для всякой квазиэлементарной L-формулы A, длина которой
≤ max(α, β), f(A) = v(A);
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(2) для всякой L-формулы A, являющейся квазиэлементарной L-
формулой длины ≥ (α, β)max : f((¬A)) = 1 тогда и только тогда,
когда f(A) = 0;

(3) для всякой L-формулы A, не являющейся квазиэлементарной
L-формулой: f((¬A)) = 1 тогда и только тогда, когда f(A) = 0;

(4) для всяких L-формул A и B:

f((A& B)) = 1 тогда и только тогда, когда f(A) = 1 и f(B) = 1,

f((A∨ B)) = 1 тогда и только тогда, когда f(A) = 1 и f(B) = 1,

f((A⊃ B)) = 1 тогда и только тогда, когда f(A) = 0 и f(B) = 1.

Можно доказать, что для всякой I⟨α,β⟩-оценки v существует един-
ственное I⟨α,β⟩-означивание при v. Условимся для любой I⟨α,β⟩-оценки v
обозначать I⟨α,β⟩-означивание при v через Ф⟨α,β⟩

v .
Определим I⟨α,β⟩-общезначимую L-формулу.
Называем A I⟨α,β⟩-общезначимой L-формулой, если для всякой

I⟨α,β⟩-оценки v Ф⟨α,β⟩
v (A) = 1.

Дадим определение, называемое определением I⟨α,β⟩-следования.
Говорим, что A I⟨α,β⟩-следует из M (или из M I⟨α,β⟩-следует A), если
выполняются три условия: (1) A есть L-формула, (2) M есть множество
L-формул, (3) для всякой I⟨α,β⟩-оценки v верно, что если Ф⟨α,β⟩

v (B) = 1

для всякой L-формулы B из M , то Ф⟨α,β⟩
v (A) = 1.

Доказана следующая лемма 1.

Лемма 1. Всякая аксиома исчисления HI⟨α,β⟩ является I⟨α,β⟩-
общезначимой L-формулой.

Доказательство. Здесь мы не приводим полностью длинное, но про-
стое доказательство леммы 1, ограничиваясь воспроизведением трех са-
мых «сложных» частей этого доказательства, — части, в которой обос-
новывается I⟨α,β⟩-общезначимость всякой L-формулы вида (I), части, в
которой обосновывается I⟨α,β⟩-общезначимость всякой L-формулы ви-
да (XI, α), и части, в которой обосновывается I⟨α,β⟩-общезначимость
всякой L-формулы вида (XII, β).

Докажем I⟨α,β⟩-общезначимость всякой L-формулы вида (I).
Иначе говоря, докажем I⟨α,β⟩-общезначимость всякой L-формулы

вида ((A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C))), где A,B и C — L-формулы.
(1) A,B и C — L-формулы (допущение).
(2) v есть I⟨α,β⟩-оценка (допущение).
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Ясно, что (3) Ф⟨α,β⟩
v есть I⟨α,β⟩-означивание при v.

(4) ((A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C))) есть L-формула (из (1), по
определению L-формулы).

(5) Ф⟨α,β⟩
v (((A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C))) = 0 или Ф⟨α,β⟩

v (((A ⊃
B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C)))) = 1 (из (2), (3) и (4), по определению
I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).

(6) Ф⟨α,β⟩
v (((A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C)))) = 0 (допущение).

(7) (A ⊃ B) и ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C)) являются L-формулами (из (1),
по определению L-формулы).

(8) Ф⟨α,β⟩
v ((A ⊃ B)) = 1 и Ф⟨α,β⟩

v (((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C))) = 0
(из (2), (3), (6) и (7), по определению I⟨α,β⟩-означивания при заданной
I⟨α,β⟩-оценке).

(9) Ф⟨α,β⟩
v ((A ⊃ B)) = 1 (из (8)).

(10) Ф⟨α,β⟩
v (A) = 0 или Ф⟨α,β⟩

v (B) = 1 (из (1), (2), (3) и (9), по
определению I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).

(11) Ф⟨α,β⟩
v (((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C))) = 0 (из (8)).

(12) (B ⊃ C) и (A ⊃ C) являются L-формулами (из (1), по опреде-
лению L-формулы).

(13) Ф⟨α,β⟩
v ((B ⊃ C)) = 1 и Ф⟨α,β⟩

v ((A ⊃ C)) = 0 (из (2), (3), (11) и
(12), по определениюI⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).

(14) Ф⟨α,β⟩
v ((B ⊃ C)) = 1 (из (13)).

(15) Ф⟨α,β⟩
v (B) = 0 или Ф⟨α,β⟩

v (C) = 1 (из (1), (2), (3) и (14), по
определению I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).

(16) Ф⟨α,β⟩
v ((A ⊃ C)) =0 (из (13)).

(17) Ф⟨α,β⟩
v (A) = 1 и Ф⟨α,β⟩

v (C) = 0 (из (1), (2), (3) и (16), по опре-
делению I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).

(18) Ф⟨α,β⟩
v (A) = 1 (из (17)).

Опираясь на утверждение (18), получаем, что
(19) Ф⟨α,β⟩

v (A) ̸= 0.
(20) Ф⟨α,β⟩

v (B) = 1 (из (10) и (19)).
Опираясь на утверждение (20), получаем, что
(21) Ф⟨α,β⟩

v (B) ̸= 0.
(22) Ф⟨α,β⟩

v (C) = 1 (из (15) и (21)).
Опираясь на утверждение (22), получаем, что
(23) Ф⟨α,β⟩

v (C) ̸= 0.
(24) Ф⟨α,β⟩

v (C) = 0 (из (17)).
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Утверждение (24) противоречит утверждению (23). Следователь-
но, неверно допущение (6).

Таким образом, (25) Ф⟨α,β⟩
v (((A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C)))) ̸= 0.

(26) Ф⟨α,β⟩
v (((A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C)))) = 1 (из (5) и (25)).

Снимая допущение (2) и обобщая, получаем, что
(27) для всякой I⟨α,β⟩-оценки v Ф⟨α,β⟩

v (((A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃
C) ⊃ (A ⊃ C)))) = 1.

(28) ((A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C))) есть I⟨α,β⟩-общезначимая
L-формула (из (27), по определению I⟨α,β⟩-общезначимой L-формулы).

Снимая допущение (1) и обобщая, получаем, что
(29) для всяких L-формул A, B и C: ((A ⊃ B) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃

C))) есть I⟨α,β⟩-общезначимая L-формула.
Очевидно, что (30) всякая L-формула вида (I) есть ((A ⊃ B) ⊃

((B ⊃ C) ⊃ (A ⊃ C))) для некоторых L-формул A, B и C.
Опираясь на утверждения (29) и (30), получаем, что всякая

L-формула вида (I) есть I⟨α,β⟩-общезначимая L-формула.
Итак, доказана I⟨α,β⟩-общезначимость всякой L-формулы вида (I).

Докажем I⟨α,β⟩-общезначимость всякой L-формулы вида (XI, α).
(1) A и D являются L-формулами и D не является квазиэлемен-

тарной L-формулой длины < α (допущение).
(2) A есть L-формула (из (1)).
(3) D есть L-формула (из (1)).
(4) D не есть квазиэлементарная L-формула длины < α (из (1)).
(5) v есть I⟨α,β⟩-оценка (допущение).

(6) Ф⟨α,β⟩
v есть I⟨α,β⟩-означивание при v (из (5), по соглашению об

обозначении).
(7) Ф⟨α,β⟩

v есть отображение множества всех L-формул во множе-
ство {0, 1} (из (5) и (6), по определению I⟨α,β⟩-означивания при заданной
I⟨α,β⟩-оценке).

Вспомним, что (8) h(D) есть длина L-формулы D.
Опираясь на утверждения (4) и (8), получаем, что
(9) неверно, что D есть квазиэлементарная L-формула и h(D) < α.
(10) D есть квазиэлементарной L-формула (допущение).
(11) Неверно, что h(D) < α ( из (9) и (10).
Но тогда понятно, что (12) h(D) ≥ α.
Понятно, что (13) h(D) < max(α, β) или h(D) ≥ max(α, β).
(14) h(D) < max(α, β) (допущение).
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(15) Если v(D) = 1, то v((¬D)) = 0 (из (3), (12) и (14), по опреде-
лению I⟨α,β⟩-оценки).

В свете утверждения (14) ясно, что
(16) h(D) ≤ max(α, β).
(17) Ф⟨α,β⟩

v (D) = v(D) (из (5), (6), (10) и (16), по определению I⟨α,β⟩-
означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).

Очевидно, что (18) h((¬D)) = h(D) + 1.
Опираясь на утверждения (14) и (18), получаем, что
(19) h((¬D)) ≤ max(α, β).
Понятно, что (20) (¬D) есть квазиэлементарная L-формула.
(21) Ф⟨α,β⟩

v ((¬D)) = v((¬D)) (из (5), (6), (19) и (20), по определению
I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).

(22) Если Ф⟨α,β⟩
v (D) = 1, то Ф⟨α,β⟩

v ((¬D)) = 0 (из (15), (17) и (21)).
Опираясь на утверждения (3) и (7), получаем, что
(23) Ф⟨α,β⟩

v (D) = 1 или Ф⟨α,β⟩
v (D) = 0.

(24) Ф⟨α,β⟩
v ((¬D)) = 0 или Ф⟨α,β⟩

v (D) = 0 (из (22) и (23)).
Используя утверждения (2), (3), (5), (6), (24), определение L-фор-

мулы и определение I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке, по-
лучаем, что

(25) Ф⟨α,β⟩
v (((¬D) ⊃ (D ⊃ A))) = 1.

Снимая допущение (14), получаем, что
(26) если h(D) < max(α, β), то Ф⟨α,β⟩

v (((¬D) ⊃ (D ⊃ A))) = 1.
(27) h(D) ≥ max(α, β) (допущение).
(28) Ф⟨α,β⟩

v ((¬D)) = 1 тогда и только тогда, когда Ф⟨α,β⟩
v (D) = 0 (из

(5), (6), (10) и (27), по определению I⟨α,β⟩-означивания при заданной
I⟨α,β⟩-оценке).

(29) Ф⟨α,β⟩
v ((¬D)) ̸= 1 или Ф⟨α,β⟩

v (D) = 0 (из (28)).
Разумеется, (30) (¬D) есть L-формула.
Опираясь на утверждения (7) и (30), получаем, что
(31) если Ф⟨α,β⟩

v ((¬D)) ̸= 1, то Ф⟨α,β⟩
v ((¬D)) = 0.

(32) Ф⟨α,β⟩
v ((¬D)) = 0 или Ф⟨α,β⟩

v (D) = 0 (из (29) и (31)).
Используя утверждения (2), (3), (5), (6), (32), определение

L-формулы и определение I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-
оценке, получаем, что

(33) Ф⟨α,β⟩
v (((¬D) ⊃ (D ⊃ A))) = 1.

Снимая допущение (27), получаем, что
(34) если h(D) ≥ max(α, β), то Ф⟨α,β⟩

v (((¬D) ⊃ (D ⊃ A))) = 1.
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(35) Ф⟨α,β⟩
v (((¬D) ⊃ (D ⊃ A))) = 1 (из (13), (26) и (34)).

Снимая допущение (10), получаем, что
(36) если D есть квазиэлементарная L-формула, то Ф⟨α,β⟩

v (((¬D) ⊃
(D ⊃ A))) = 1.

(37) D не есть квазиэлементарная L-формула (допущение).
(38) Ф⟨α,β⟩

v ((⊃ D)) = 1 тогда и только тогда, когда Ф⟨α,β⟩
v (D) = 0

(из (5), (6), (10) и (37), по определению I⟨α,β⟩-означивания при заданной
I⟨α,β⟩-оценке).

Здесь не приводим шаги (39), (40), (41), (42), аналогичные шагам
(29), (30), (31), (32), соответственно.

Используя утверждения (2), (3), (5), (6), (42), определение
L-формулы и определение I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-
оценке, получаем, что

(43) Ф⟨α,β⟩
v (((¬D) ⊃ (D ⊃ A))) = 1.

Снимая допущение (37), получаем, что
(44) если D не есть квазиэлементарная L-формула, то

Ф⟨α,β⟩
v (((¬D) ⊃ (D ⊃ A))) = 1.

(45) Ф⟨α,β⟩
v (((¬D) ⊃ (D ⊃ A))) = 1 (из (36) и (44)).

Снимая допущение (5) и обобщая, получаем, что
(46) для всякой I⟨α,β⟩-оценки v Ф⟨α,β⟩

v (((¬D) ⊃ (D ⊃ A))) = 1.
(47) ((¬D) ⊃ (D ⊃ A)) есть I⟨α,β⟩-общезначимая L-формула (из

(46), по определению I⟨α,β⟩-общезначимой L-формулы).
Снимая допущение (1) и обобщая, получаем, что
(48) для всякой L-формулы A и для всякой такой L-формулы D,

что D не является квазиэлементарной L-формулой длины < α : ((¬D) ⊃
(D ⊃ A)) есть I⟨α,β⟩-общезначимая L-формула.

Очевидно, что (49) всякая L-формула вида (XI, α) есть ((¬D) ⊃
(D ⊃ A)) для некоторой L-формулы A и для некоторой такой L-форму-
лы D, что D не является квазиэлементарной L-формулой длины < α.

Опираясь на утверждения (48) и (49), получаем, что всякая L-
формула вида (XI, α) есть I⟨α,β⟩-общезначимая L-формула.

Итак, доказана I⟨α,β⟩-общезначимость всякой L-формулы ви-
да (XI, α).

Докажем I⟨α,β⟩-общезначимость всякой L-формулы вида (XII, β).
(1) A и E являются L-формулами и E не является квазиэлемен-

тарной L-формулой длины < β (допущение).
(2) A есть L-формула (из (1)).
(3) E есть L-формула (из (1)).
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(4) E не есть квазиэлементарная L-формула длины < β (из (1)).
(5) v есть I⟨α,β⟩-оценка (допущение).
(6) Ф⟨α,β⟩

v есть I⟨α,β⟩-означивание при v (из (5), по соглашению об
обозначении).

(7) Ф⟨α,β⟩
v есть отображение множества всех L-формул во множе-

ство {0, 1} (из (5) и (6), по определению I⟨α,β⟩-означивания при заданной
I⟨α,β⟩-оценке).

Вспомним, что (8) h(E) есть длина L-формулы E.
Опираясь на утверждения (4) и (8), легко показать, что
(9) E не есть квазиэлементарная L-формула или h(E) ≥ β.
(10) Ф⟨α,β⟩

v ((¬(A ⊃ A))) ̸= 1.
Докажем утверждение (10).
Очевидно, что (10.1) (A ⊃ A) есть L-формула, не являющаяся ква-

зиэлементарной L-формулой.
(10.2) Ф⟨α,β⟩

v ((¬(A ⊃ A))) = 1 тогда только тогда, когда Ф⟨α,β⟩
v ((A ⊃

A)) = 0 (из (5), (6) и (10.1), по определению I⟨α,β⟩-означивания при
заданной I⟨α,β⟩-оценке).

(10.3) Ф⟨α,β⟩
v ((A ⊃ A)) = 1 тогда только тогда, когда Ф⟨α,β⟩

v (A) = 0

или Ф⟨α,β⟩
v (A) = 1 (из (2), (5) и (6), по определению I⟨α,β⟩-означивания

при заданной I⟨α,β⟩-оценке).
В свете утверждений (2) и (7) ясно, что
(10.4) Ф⟨α,β⟩

v (A) = 0 или Ф⟨α,β⟩
v (A) = 1.

(10.5) Ф⟨α,β⟩
v ((A ⊃ A)) = 1 (из (10.3) и (10.4)).

Опираясь на утверждение (10.5), получаем, что
(10.6) Ф⟨α,β⟩

v ((A ⊃ A)) ̸= 0.
(10.7) Ф⟨α,β⟩

v ((¬(A ⊃ A))) ̸= 1 (из (10.2) и (10.6)).
Утверждение (10) доказано.
Разумеется, (11) (¬(A ⊃ A)) есть L-формула.
В свете утверждений (7) и (11) ясно, что
(12) Ф⟨α,β⟩

v ((¬(A ⊃ A))) = 0 или Ф⟨α,β⟩
v ((¬(A ⊃ A))) = 1.

(13) Ф⟨α,β⟩
v ((¬(A ⊃ A))) = 0 (из (10) и (12)).

В свете утверждений (3) и (7) ясно, что
(14) Ф⟨α,β⟩

v (E) = 0 или Ф⟨α,β⟩
v (E) = 1.

(15) Ф⟨α,β⟩
v (E) = 1 (допущение).

Используя утверждения (2), (3), (5), (6), (13), (15) и определение
I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке, получаем, что

(16) Ф⟨α,β⟩
v ((E ⊃ (¬(A ⊃ A)))) = 0.
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(17) Ф⟨α,β⟩
v ((E ⊃ (¬(A ⊃ A)))) = 0 или Ф⟨α,β⟩

v ((¬E)) = 1 (из(16)).
Разумеется, (18) (E ⊃ (¬(A ⊃ A))) и (¬E) являются L-формулами.
(19) Ф⟨α,β⟩

v (((E ⊃ (¬(A ⊃ A))) ⊃ (¬E))) = 1 (из (5), (6), (17) и (18),
по определению I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).

Снимая допущение (15), получаем, что
(20) если Ф⟨α,β⟩

v (E) = 1, то Ф⟨α,β⟩
v (((E ⊃ (¬(A ⊃ A))) ⊃ (¬E))) = 1.

(21) Ф⟨α,β⟩
v (E) = 1 (допущение).

(22) E есть квазиэлементарная L-формула (допущение).
(23) h(E) ≥ β (из (9) и (22)).
(24) h(E) < max(α, β) (допущение).
(25) Если v(E) = 0, то v((¬E)) = 1 (из (5), (22), (23) и (24), по

определению I⟨α,β⟩-оценки).
В свете допущения (24) ясно, что верны утверждения (26) и (27)
(26) h(E) ≤ max(α, β).
(27) h((¬E)) ≤ max(α, β).
Разумеется, (28) (¬E) есть квазиэлементарная L-формула.
(29) Ф⟨α,β⟩

v (E) = v(E) (из (5), (6), (22) и (26), по определению I⟨α,β⟩-
означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).

(30) Ф⟨α,β⟩
v ((¬E)) = v((¬E)) (из (5), (6), (27) и (28), по определению

I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).
(31) v(E) = 0 (из (21) и (29)).
(32) v((¬E)) = 1 (из (25) и (31)).
(33) Ф⟨α,β⟩

v ((¬E)) = 1 (из (30) и (32)).
Снимая допущение (24), получаем, что
(34) если h(E) < max(α, β), то Ф⟨α,β⟩

v ((¬E)) = 1.
(35) h(E) ≥ max(α, β) (допущение).
(36) Ф⟨α,β⟩

v ((¬E)) = 1 тогда только тогда, когда Ф⟨α,β⟩
v (E) = 0 (из

(5), (6), (22) и (35), по определению I⟨α,β⟩-означивания при заданной
I⟨α,β⟩-оценке).

(37) Ф⟨α,β⟩
v ((¬E)) = 1 (из (21) и (36)).

Снимая допущение (35), получаем, что
(38) если h(E) ≥ max(α, β), то Ф⟨α,β⟩

v ((¬E)) = 1.
Известно, что (39) h(E) < max(α, β) или h(E) ≥ max(α, β).
(40) Ф⟨α,β⟩

v ((¬E)) = 1 (из (34), (38) и (39)).
Снимая допущение (22), получаем, что
(41) если E есть квазиэлементарная L-формула, то

Ф⟨α,β⟩
v ((¬E)) = 1.
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(42) E не есть квазиэлементарная L-формула (допущение).
(43) Ф⟨α,β⟩

v ((¬E)) = 1 тогда только тогда, когда Ф⟨α,β⟩
v (E) = 0 (из

(3), (5), (6) и (42), по определению I⟨α,β⟩-означивания при заданной
I⟨α,β⟩-оценке).

(44) Ф⟨α,β⟩
v ((¬E)) = 1 (из (21)).

Снимая допущение (42), получаем, что
(45) если E не есть квазиэлементарная L-формула, то

Ф⟨α,β⟩
v ((¬E)) = 1.

(46) Ф⟨α,β⟩
v ((¬E)) = 1 (из (41) и (45)).

(47) Ф⟨α,β⟩
v ((E ⊃ (¬(A ⊃ A)))) = 0 или Ф⟨α,β⟩

v ((¬E)) = 1
(из(16)) (из (46)).

Разумеется, (48) (E ⊃ (¬(A ⊃ A))) и (¬E) являются L-формулами.
(49) Ф⟨α,β⟩

v (((E ⊃ (¬(A ⊃ A))) ⊃ (¬E))) = 1 (из (5), (6), (47) и (48),
по определению I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).

Снимая допущение (21), получаем, что
(50) если Ф⟨α,β⟩

v (E) = 0, то Ф⟨α,β⟩
v (((E ⊃ (¬(A ⊃ A))) ⊃ (¬E))) = 1.

В свете утверждений (3) и (7) ясно, что
(51) Ф⟨α,β⟩

v (E) = 0 или Ф⟨α,β⟩
v (E) = 1.

(52) Ф⟨α,β⟩
v (((E ⊃ (¬(A ⊃ A))) ⊃ (¬E))) = 1 (из (20), (50) и (51)).

Снимая допущение (5) и обобщая, получаем, что
(53) для всякой I⟨α,β⟩-оценки v Ф⟨α,β⟩

v (((E ⊃ (¬(A ⊃ A))) ⊃
(¬E))) = 1.

(54) ((E ⊃ (¬(A ⊃ A))) ⊃ (¬E)) есть I⟨α,β⟩-общезначимая L-
формула (из (53), по определению I⟨α,β⟩-общезначимой L-формулы).

Снимая допущение (1) и обобщая, получаем, что
(55) для всякой L-формулы A и для всякой такой L-формулы E,

что E не является квазиэлементарной L-формулой длины < β : ((E ⊃
(¬(A ⊃ A))) ⊃ (¬E)) есть I⟨α,β⟩-общезначимая L-формула.

Очевидно, что (56) всякая L-формула вида (XII, β) есть ((E ⊃
(¬(A ⊃ A)))⊃ (¬E)) для некоторой L-формулы A и для некоторой такой
L-формулы E, что E не является квазиэлементарной L-формулой дли-
ны < α .

Опираясь на утверждения (55) и (56), получаем, что всякая L-фор-
мула вида (XII, β) есть I⟨α,β⟩-общезначимая L-формула.

Итак, доказана I⟨α,β⟩-общезначимость всякой L-формулы ви-
да (XII, β). 2
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Лемма 2. Для всякого множества M L-формул и для всякой аксиомы
A исчисления HI⟨α,β⟩ верно, что A I⟨α,β⟩-следует из M.

Лемма 2 является простым следствием леммы 1 и определений.

Лемма 3. Для всякого множества M L-формул и для всяких L-
формул A и B: если A I⟨α,β⟩-следуют из M и (A ⊃ B) I⟨α,β⟩-следует
из M, то B I⟨α,β⟩-следует из M.

Стереотипное доказательство леммы 3 здесь не приводим.
Опираясь на леммы 2 и 3, нетрудно провести индуктивное доказа-

тельство следующей теоремы 5.

Теорема 5. Для всякого множества M L-формул и для всякой L-фор-
мулы A: если M ⊢HI⟨α,β⟩ A, то A I⟨α,β⟩-следует из M.

Теперь нашей целью является доказательство обращения
теоремы 5.

Определим I⟨α,β⟩-оценочное множество.
I⟨α,β⟩-оценочным множеством называем множество S L-формул,

удовлетворяющее следующим условиям:
(1) для всякой квазиэлементарной L-формулы Q: если h(Q) ≥ α и

Q ∈ S, то неверно, что (¬Q) /∈ S,
(2) для всякой квазиэлементарной L-формулы Q: если h(Q) ≥ β и

неверно, что Q /∈ S, то (¬Q) ∈ S,
(3) для всяких L-формул A и B: (A & B) ∈ S и тогда только тогда,

когда A ∈ S и B ∈ S,
(4) для всяких L-формул A и B: (A ∨ B) ∈ S тогда и только тогда,

когда A ∈ S или B ∈ S,
(5) для всяких L-формул A и B: (A ⊃ B) ∈ S тогда и только тогда,

когда A /∈ S или B ∈ S,
(6) для всякой L-формулы A, не являющейся квазиэлементарной

L-формулой: (¬A) ∈ S тогда и только тогда, когда A ∈ S.

Лемма 4. Для всякого I⟨α,β⟩-оценочного множества M и для всякой
квазиэлементарной L-формулы Q: если h(Q) ≥ max(α, β), то (¬Q) ∈
M тогда только тогда, когда Q /∈ M.

Доказательство.
(1) M есть I⟨α,β⟩-оценочное множество (допущение).
(2) Q есть квазиэлементарная L-формула Q (допущение).
(3) h(Q) ≥ max(α, β) (допущение).
Опираясь на утверждение (3), получаем,что
(4) h(Q) ≥ α.
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(5) Для всякой квазиэлементарной L-формулы Q: если h(Q) ≥ α
и Q ∈ M , то (¬Q) /∈ M (из (1), по определению I⟨α,β⟩-оценочного мно-
жества).

(6) Если Q ∈M , то (¬Q) /∈M (из (2), (4) и (5)).
(7) Если (¬Q) ∈M , то Q /∈M (из (6)).
Опираясь на утверждение (3), получаем, что
(8) h(Q) ≥ β.
(9) Для всякой квазиэлементарной L-формулы Q: если h(Q) ≥ β

и Q /∈ M , то (¬Q) ∈ M(из (1), по определению I⟨α,β⟩-оценочного
множества).

(10) Если Q /∈M , то (¬Q) ∈M (из (2), (8) и (9)).
(11) (¬Q) ∈M тогда и только тогда, когда Q /∈M (из (7) и (10)).
Снимая допущения (1), (2) и (3), получаем, что для всякого I⟨α,β⟩-

оценочного множества M и для всякой квазиэлементарной L-формулы
Q: если h(Q)≥ max(α, β), то (¬Q) ∈ M тогда только тогда, когда Q /∈ M.

Лемма 4 доказана. 2

Лемма 5. Для всякого множества M L-формул и для всякой L-
формулы F: если неверно, что M ⊢HI⟨α,β⟩ F, то существует такое
I⟨α,β⟩-оценочное множество K,что M ⊆ K и при этом неверно, что K
⊢HI⟨α,β⟩ F.

Доказательство.
(1) M есть множество L-формул (допущение).
(2) F есть L-формула (допущение).
(3) Неверно, что M ⊢HI⟨α,β⟩ F (допущение).
Условимся, что (4) U есть множество всех таких множеств X L-

формул, что M ⊆ X и неверно, что X ⊢HI⟨α,β⟩ F . Условимся также, что
(5) ⊆U есть множество всех таких упорядоченных пар ⟨a, b⟩, что a ∈ U ,
b ∈ B и a ⊆ b.

Очевидно, что (6) ⊆U есть отношение частичного порядка на U .
Поскольку M ∈ U , то (7) U ̸= ∅ .Но тогда понятно, что (8) упорядо-
ченная пара ⟨U,⊆U ⟩ есть частично упорядоченное множество.

(9) Для всякой цепи в ⟨U,⊆U ⟩ существует верхняя грань в ⟨U,⊆U ⟩.
Докажем утверждение (9).
(9.1) Z есть цепь в ⟨U,⊆U ⟩ (допущение)
Ясно, что (9.2) M ⊆ Σ(Z) и Σ(Z) есть множество L-формул. Здесь

Σ(Z) есть объединение цепи Z, то есть Σ(Z) равно множеству всех та-
ких x, что x∈z для некоторого z из Z.

(9.3) Σ(Z) ⊢HI⟨α,β⟩ F (допущение).
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Тогда (9.4) существует такое целое положительное число n и су-
ществуют такие L-формулы A1,. . . , An, что An есть F и для всякого
целого положительного числа i, которое меньше или равно n, выполня-
ется хотя бы одно из следующих трех условий: (1) Ai ∈ Σ(Z), (2) Ai есть
аксиома исчисления HI⟨α,β⟩, (3) существуют такие целые положитель-
ные числа k и l, каждое из которых меньше i, что ⟨Ak,Al,Ai⟩ ∈ MPL.

Пусть (9.5) n′ есть целое положительное число, A′
1,. . . , A′

n′ — L-
формулы, A′

n′ есть F и для всякого целого положительного числа i,
которое меньше или равно n′, выполняется хотя бы одно из следующих
трех условий: (1) Ai ∈ Σ(Z), (2) Ai есть аксиома исчисления HI⟨α,β⟩,
(3) существуют такие целые положительные числа k и l, каждое из
которых меньше i, что ⟨Ak,Al,Ai⟩ ∈ MPL.

Легко проверить, что
(9.6) n′-членная последовательность L-формул, первый член кото-

рой есть A′
1,. . . , n′-ый член которой есть A′

n′ , являетсяHI⟨α,β⟩-выводом
из Σ(Z) ∩ {A′

1,. . . , A′
n′} L-формулы F .

Очевидно, что
(9.7) Σ(Z)∩{A′

1,. . . , A′
n′} есть конечное подмножество множества

Σ(Z).
Мы не приводим здесь простое индуктивное (методом прямой ин-

дукции) доказательство следующего утверждения (9.8).
(9.8) Существует такое множество H из Z, что Σ(Z) ∩

{A′
1, . . . ,A′

n′} ⊆ H.
Пусть (9.9) H ∈ Z и Σ(Z) ∩ {A′

1,. . . , A′
n′} ⊆ H.

Опираясь на утверждения (9.6) и (9.9) и определения 3 и 4, полу-
чаем, что

(9.10) n′-членная последовательность L-формул, первый член кото-
рой есть A′

1,. . . , n′-ый член которой есть A′
n′ , являетсяHI⟨α,β⟩-выводом

из H L-формулы F . Понятно, что существует n′-членная последова-
тельность L-формул, первый член которой есть A′

1,. . . , n′-ый член ко-
торой есть A′

n′ . В свете этого обстоятельства и утверждения (9.10) ясно,
что

(9.11) существует HI⟨α,β⟩-вывод из H L-формулы F .
Но тогда (9.12) H ⊢HI⟨α,β⟩ F .
Разумеется, (9.13) H ∈ U .
(9.14) Неверно, что H ⊢HI⟨α,β⟩ F (из (4) и(9.13)).
Утверждение (9.14) противоречит утверждению (9.12).
Следовательно, неверно утверждение (9.3).
Итак, (9.15) неверно,что Σ(Z) ⊢HI⟨α,β⟩ F .



Секвенциальная аксиоматизация и семантика I-логик васильевского. . . 51

(9.16) Σ(Z) ∈ U(из (9.2) и (9.15)).
Очевидно, что (9.17) для всякого z из Z верно, что z включает-

ся в Σ(Z).
(9.18) z ∈ Z (допущение).
(9.19) z включается в Σ(Z) (из (9.17) и (9.18)).
(9.20) z ⊆U Σ(Z) (из (5), (9.16), (9.18) и (9.19)).
Снимая допущение (9.18) и обобщая, получаем, что
(9.21) для всякого если z ∈ Z, то z ⊆U Σ(Z).
Опираясь на утверждения (8), (9.1), (9.16) и (9.21) и применяя

определение цепи в частично упорядоченном множестве и определение
верхней грани множества в частично упорядоченном множестве, полу-
чаем, что

(9.22) Σ(Z) есть верхняя грань цепи Z в ⟨U,⊆U ⟩.
(9.23) Существует верхняя грань цепи Z в ⟨U,⊆U ⟩ (из (9.22)).
Снимая допущение (9.1) и обобщая, получаем, что для всякой цепи

в ⟨U,⊆U ⟩ существует верхняя грань в ⟨U,⊆U ⟩.
Утверждение (9) доказано.
Вспомним теперь лемму Цорна, которая гласит, что если для вся-

кой цепи в частично упорядоченном множестве Ч существует верхняя
грань в Ч, то в Ч существует максимальный элемент.

Из утверждений (8) и (9) получаем по лемме Цорна, что (10) в
⟨U,⊆U ⟩ существует максимальный элемент.

Пусть (11) М есть максимальный элемент в ⟨U,⊆U ⟩.
Ясно, что (12) неверно, что М ⊢HI⟨α,β⟩ F .
(13) Для всякой L-формулы A: если A /∈ М, то М ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ F ).
Докажем утверждение (13).
(13.1) A есть L-формула (допущение).
(13.2) A /∈ М (допущение).
(13.3) Неверно, что М ∪A ⊢HI⟨α,β⟩ F (допущение).
В свете допущения (13.2) ясно, что (13.4) М ̸= М ∪{A}.
Разумеется, что (13.5) М ∈ U . Поскольку М ∈ U , то (13.6) М ⊆ М.
Но тогда (13.7) М ⊆ М ∪{A}.
Подчеркиваем, что (13.8) М ⊆ М ∪{A}.
(13.9) М ∪{A} ∈ U (из (4), (13.3), (13.7) и того, что М ∪{A} явля-

ется множеством L-формул).
(13.10) М ⊆U М ∪{A} (из (5), (13.5), (13.8) и (13.9)).
(13.11) М не является максимальным элементом в частично упоря-

доченном множестве ⟨U,⊆U ⟩ (из (13.4), (13.9) и (13.10), по определению
максимального элемента в частично упорядоченном множестве).
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Утверждение (13.11) противоречит утверждению (11).
Следовательно, неверно допущение (13.3).
Но тогда (13.12) M ∪{A} ⊢HI⟨α,β⟩ F .
Разумеется, что (13.13) M есть множество L-формул, а A и F яв-

ляются L-формулами.
(13.14) M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ F ) (из (13.12) и (13.13), по теореме дедук-

ции для HI⟨α,β⟩-выводов).
Снимая допущения (13.1) и (13.2) и обобщая, получаем, что для

всякой L-формулы A: если A /∈ M, то M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ F ).
Утверждение (13) доказано.
(14) Для всякой L-формулы A: если M ⊢HI⟨α,β⟩ A, то A ∈ M.
Докажем утверждение (14).
(14.1) A есть L-формула (допущение).
(14.2) M ⊢HI⟨α,β⟩ A (допущение).
(14.3) A /∈ M (допущение).
(14.4) Если A /∈ M, то M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ F ) (из (12) и (14.1)).
(14.5) M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ F ) (из (14.3) и (14.4)).
Опираясь на утверждения (14.2) и (14.5), легко доказать, что
(14.6) M ⊢HI⟨α,β⟩ F .
Утверждение (14.6) противоречит утверждению (12).
Следовательно, неверно допущение (14.3).
Но тогда (14.7) A ∈ M.
Снимая допущения (14.1) и (14.2) и обобщая, получаем, что для

всякой L-формулы A:
если M ⊢HI⟨α,β⟩ A, то A ∈ M.
Утверждение (14) доказано.
(15) Для всяких L-формул A и B: (A&B) ∈ M тогда и только тогда,

когда A ∈ M и B ∈ M.
Докажем утверждение (15).
(15.1) A и B являются L-формулами (допущение).
Очевидно, что (15.2) если (A&B) ∈ M, то M ⊢HI⟨α,β⟩ (A&B).
Опираясь на то, что (A&B) ⊃ A и (A&B) ⊃ B являются аксиомами

исчисления HI⟨α,β⟩, можно доказать, что (15.3) если M ⊢HI⟨α,β⟩ (A&B),
то M ⊢HI⟨α,β⟩ A и M ⊢HI⟨α,β⟩ B.

(15.5) Если M ⊢HI⟨α,β⟩ A, то A ∈ M (из (13) и (15.1)).
(15.6) Если M ⊢HI⟨α,β⟩ B, то B ∈ M (из (13) и (15.1)).
(15.7) Если M ⊢HI⟨α,β⟩ A и M ⊢HI⟨α,β⟩ B, то A ∈ M и B ∈ M (из

(15.5) и (15.6)).
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(15.8) Если (A&B) ∈ M , то A ∈ M и B ∈ M (из (15.2), (15.3)
и (15.7)).

Очевидно, что (15.9) если A ∈ M и B ∈ M, то M ⊢HI⟨α,β⟩ A и
M ⊢HI⟨α,β⟩ B.

Опираясь на то, что (A ⊃ (B ⊃ (A&B)) является аксиомой ис-
числения HI⟨α,β⟩, легко доказать, что (15.10) если M ⊢HI⟨α,β⟩ A и
M ⊢HI⟨α,β⟩ B, то M ⊢HI⟨α,β⟩ (A&B).

Поскольку (A&B) есть L-формула, то в силу утверждения (14)
верно, что

(15.12) если M ⊢HI⟨α,β⟩ (A&B), то (A&B) ∈ M.
(15.13) Если A ∈ M и B ∈ M, то (A&B) ∈ M (из (15.9), (15.10)

и (15.11)).
(15.14) (A&B) ∈ M тогда и только тогда, когда A ∈ M и B ∈ M

(из (15.8) и (15.13)).
Снимая допущение (15.1) и обобщая, получаем, что для всяких L-

формул A и B верно следующее: (A&B) ∈ M тогда и только тогда, когда
A ∈ M и B ∈ M.

Утверждение (15) доказано.
(16) Для всяких L-формул A и B :(A∨B) ∈ M тогда и только тогда,

когда A ∈ M или B ∈ M.
Докажем утверждение (16).
(16.1) A и B являются L-формулами (допущение).
(16.2) (A ∨B) ∈ M (допущение).
(16.3) A /∈ M и B /∈ M (допущение).
В свете утверждения (16.2) ясно, что (16.4) M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ∨B).
(16.5) M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ F ) и M ⊢HI⟨α,β⟩ (B ⊃ F ) (из (13), (16.1)

и (16.3)).
Заметим, что (16.6) ((A ⊃ F ) ⊃ ((B ⊃ F ) ⊃ ((A ∨ B) ⊃ F ))) есть

аксиома исчисления HI⟨α,β⟩.
Опираясь на утверждения (16.4), (16.5) и (16.6), легко доказать,

что (16.7) M ⊢HI⟨α,β⟩ F .
Утверждение (16.7) противоречит утверждению (12).
Следовательно, неверно допущение (16.3).
Но тогда (16.8) A ∈ M или B ∈ M.
Снимая допущение (16.2), получаем, что
(16.9) если A ∨B ∈ М, то A ∈ M или B ⊃ M.
Очевидно, что (16.10) если A ∈ M или B ∈ M, то M ⊢HI⟨α,β⟩ A или

M ⊢HI⟨α,β⟩ B.
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Опираясь на то, что аксиомами исчисления HPar являются (A ⊃
(A∨B)) и (B ⊃ (A∨B)), легко доказать, что (16.11) если M ⊢HI⟨α,β⟩ A
или M ⊢HI⟨α,β⟩ B, то M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ∨B).

Поскольку (A ∨ B) есть L-формула, то в силу утверждения (14)
верно, что

(16.12) если M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ∨B), то (A ∨B) ∈ M.
(16.13) Если A ∈ M или B ∈ M, то (A ∨ B) ∈ M (из (16.10),

(16.11) и (16.12)).
(16.14) (A ∨ B) ∈ M тогда и только тогда, когда A ∈ M или B ∈

M (из (16.9) и (16.13)).
Снимая допущение (16.1) и обобщая, получаем, что для всяких L-

формул A и B верно следующее: (A∨ B) ∈ M тогда и только тогда,
когда A ∈ M или B ∈ M.

Утверждение (16) доказано.
(17) Для всяких L-формул A и B: (A ⊃ B) ∈ M тогда и только

тогда, когда A /∈ M или B ∈ M.
Докажем утверждение (17).
(17.1) A и B являются L-формулами (допущение).
(17.2) (A ⊃ B) ∈ M (допущение).
(17.3) A ∈ M (допущение).
В свете допущений (17.1) и (17.3) ясно, что верны следующие

утверждения (17.4) и (17.5)
(17.4) M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ B).
(17.5) M ⊢HI⟨α,β⟩ A.
Опираясь на утверждения (17.4) и (17.5), легко доказать что
(17.6) M ⊢HI⟨α,β⟩ B.
(17.7) Если M ⊢HI⟨α,β⟩ B, то B ∈ M (из (14) и (17.1)).
(17.8) B ∈ M (из (17.6) и (17.7)).
Снимая допущение (17.3), получаем, что
(17.9) если A ∈ M, то B ∈ M.
(17.10) A /∈ M или B ∈ M (из (17.9)). Снимая допущение (17.2),

получаем, что
(17.11) если (A ⊃ B) ∈ M, то A /∈ M или B ∈ M.
(17.12) A /∈ M (допущение).
(17.13) (A ⊃ B) /∈ M (допущение).
Поскольку (A ⊃ B) есть L-формула, то в силу утверждения (14)

верно, что
(17.14) если (A ⊃ B) /∈ M, то M ⊢HI⟨α,β⟩ ((A ⊃ B) ⊃ F ).
(17.15) M ⊢HI⟨α,β⟩ ((A ⊃ B) ⊃ F ) (из (17.13) и (17.14)).
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Можно доказать, что для всяких L-формул A, B и C ⊢HI⟨α,β⟩ (((A ⊃
B) ⊃ C) ⊃ ((A ⊃ C) ⊃ C)).

В частности, верно, что (17.16 ) ⊢HI⟨α,β⟩ (((A ⊃ B) ⊃ F ) ⊃ ((A ⊃
F ) ⊃ F )).

Опираясь на утверждения (17.15) и (17.16), легко доказать, что
(17.17) M ⊢HI⟨α,β⟩ ((A ⊃ F ) ⊃ F ).
(17.18) Неверно, что M ⊢HI⟨α,β⟩ A (допущение).
В свете утверждения (17.18) ясно, что (17.19) A /∈ M.
(17.20) Если A /∈ M, то M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ F ) (из (13) и (17.1)).
(17.21) M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ F ) (из (17.19) и (17.20)).
Опираясь на утверждение (17.17) и (17.21), легко доказать, что

(17.22) M ⊢HI⟨α,β⟩ F .
Утверждение (17.22) противоречит утверждению (12).
Следовательно, неверно допущение (17.18).
Но тогда (17.23) M ⊢HI⟨α,β⟩ A.
(17.24) Если M ⊢HI⟨α,β⟩ A, то A ∈ M (из (14) и (17.1)).
(17.25) A ∈ M (из (17.23) и (17.24)).
Утверждение (17.25) противоречит утверждению (17.12).
Следовательно, неверно допущение (17.13).
Но тогда (17.26) (A ⊃ B) ∈ M.
Снимая допущение (17.12), получаем, что (17.27) если A /∈ M, то

(A ⊃ B) ∈ M.
(17.28) B ∈ M (допущение).
В свете утверждения (17.28) ясно, что (17.29) M ⊢HI⟨α,β⟩ B.
Опираясь на то, что (B ⊃ (A ⊃ B)) является аксиомой исчисления

HI⟨α,β⟩ , легко доказать, что
(17.30) если M ⊢HI⟨α,β⟩ B, то M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ B).
(17.31)M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ B) (из (17.29) и (17.30)). Поскольку (A ⊃ B)

есть L-формула, то в силу утверждения (14) верно, что
(17.32) еслиM ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ B), то (A ⊃ B) ∈ M.
(17.33) (A ⊃ B) ∈ M (из (17.31) и (17.32)).
Снимая допущение (17.28), получаем, что
(17.34) если B ∈ M, то (A ⊃ B) ∈ M.
(17.35) Если A /∈ М или B ∈ M, то (A ⊃ B) ∈ M (и (17.27)

и (17.34)).
(17.36) (A ⊃ B) ∈ M тогда и только тогда, когда A /∈ М или B ∈

M (из (17.11) и (17.35)).
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Снимая допущение (17.1) и обобщая, получаем, что для всяких L-
формул A и B верно следующее: (A ⊃ B) ∈ M тогда и только тогда,
когда A /∈ М или B ∈ M.

Утверждение (17) доказано.
(18) Для всякой квазиэлементарной L-формулы Q: если h(Q) ≥ α

и Q ∈ M, то (¬Q) /∈ M.
Докажем утверждение (18).
(18.1) Q есть квазиэлементарная L-формула (допущение).
(18.2) h(Q) ≥ α и Q ∈ M (допущение).
(18.3) (¬Q) ∈ M (допущение).
(18.4) Q ∈ M (из (18.2)).
В свете утверждений (18.2) и (18.4) очевидны утверждения

(18.5) и (18.6).
(18.5) M ⊢HI⟨α,β⟩ (¬Q).
(18.6) M ⊢HI⟨α,β⟩ Q.
(18.7) h(Q) ≥ α (из (18.2)).
Используя утверждение (18.7), получаем, что
(18.8) неверно, что h(Q) < α.
(18.9) Неверно, что Q есть квазиэлементарная L-формула и

h(Q) < α (из (18.8)).
(18.10) Q не есть квазиэлементарная L-формула длины

< α (из (18.9)).
Разумеется, (18.11) Q,F, ((¬Q) ⊃ (Q ⊃ F )) являются L-

формулами.
Опираясь на утверждения (18.10), (18.11) и описание множества

всех аксиом исчисления HI⟨α,β⟩, получаем , что
(18.12) ((¬Q) ⊃ (Q ⊃ F )) есть аксиома исчисления HI⟨α,β⟩.
Используя утверждения (18.5), (18.6) и (18.12), легко показать что
(18.13) M ⊢HI⟨α,β⟩ F .
Снимая допущение (18.3), получаем, что
(18.14) если (¬Q) ∈ M , то M ⊢HI⟨α,β⟩ F .
(18.15) Неверно, что (¬Q) ∈ M (из (12) и (18.14)).
Снимая допущение (18.1) и (18.2) и обобщая, получаем, что для

всякой квазиэлементарной L-формулы Q: если h(Q) ≥ α и Q ∈ M , то
(¬Q) /∈ M.

Утверждение (18) доказано.
(19) Для всякой квазиэлементарной L-формулы Q: если h(Q) ≥ β

и Q /∈ M, то (¬Q) ∈ M.
Докажем утверждение (19).
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(19.1) Q есть квазиэлементарная L-формула (допущение).
(19.2) h(Q) ≥ β и Q /∈ M (допущение).
(19.3) (¬Q) /∈ M (допущение).
(19.4) Q /∈ M (из (19,2)).
Разумеется, (19.5) Q и (¬Q) являются L-формулами.
В свете утверждений (13), (19.3), (19.4) и (19.5) очевидны утвер-

ждения (19.6) и (19.7).
(19.6) M ⊢HI⟨α,β⟩ ((¬Q) ⊃ F ).
(19.7) M ⊢HI⟨α,β⟩ (Q ⊃ F ).
(19.8) h(Q) ≥ β (из (19.2)).
Используя утверждение (19.8), получаем,что (19.9) неверно, что

h(Q) < β.
(19.10) Неверно,что Q есть квазиэлементарная L-формула и

h(Q) ≥ β (из (19.9)).
(19.11) Q не есть квазиэлементарная L-формула длины < β

(из (18.10)).
Можно доказать ,что
(19.12) для всякой L-формулы A: если A не есть квазиэлементарная

L-формула длины < β, то ⊢HI⟨α,β⟩ (A∨(¬A)).
(19.13) Если Q не есть квазиэлементарная L-формула длины < β ,

то ⊢HI⟨α,β⟩ (Q ∨ (¬Q)) (из (19.5) и (19.12)).
(19.14) ⊢HI⟨α,β⟩ (Q ∨ (¬Q)) (из (19.11) и (19.13)).
Очевидно, что (19.15) ((Q ⊃ F ) ⊃ (((¬Q) ⊃ F ) ⊃ ((Q∨(¬Q)) ⊃ F )))

есть аксиома исчисления HI⟨α,β⟩.
Опираясь на утверждения (19.6), (19.7), (19.13) и (19.15), легко

показать ,что
(19.16) M ⊢HI⟨α,β⟩ F .
Снимая допущение (19.3), получаем, что
(19.17) если (¬Q) /∈ M, то M ⊢HI⟨α,β⟩ F.

(19.18) (¬Q) ∈ M (из (2) и (19.17)).
Снимая допущения (19.1) и (19.2) и обобщая, получаем, что для

всякой квазиэлементарной L-формулы Q: h(Q) ≥ β и Q /∈ M, то
(¬Q) ∈ M.

Утверждение (19) доказано.
(20) Для всякой L-формулы A, не являющейся квазиэлементарной

L-формулой: (¬A) ∈ M тогда и только тогда, когда A /∈ M.
Докажем утверждение (20).
(20.1) A есть L-формула, не являющаяся квазиэлементарной L-

формулой (допущение).
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(20.2) (¬A) ∈ M (допущение).
(20.3) A ∈ M (допущение).
В свете утверждений (20.2) и (20.3) очевидны утверждения

(20.4) и (20.5).
(20.4) M ⊢HI⟨α,β⟩ (¬A).
(20.5) M ⊢HI⟨α,β⟩ A.
(20.6) A не есть квазиэлементарная L-формула длины

< β (из (20.1)).
Разумеется, (20.7) A,F и ((¬A) ⊃ (A ⊃ F )) являются L-фор-

мулами.
Опираясь на утверждения (20.6), (20.7)) и описание множества всех

аксиом исчисления HI⟨α,β⟩, получаем,что
(20.8) ((¬A) ⊃ (A ⊃ F )) есть аксиома исчисления HI⟨α,β⟩.
Используя утверждения (20.4), (20.5) и ((20.8), легко показать,что
(20.9) M ⊢HI⟨α,β⟩ F .
Снимая допущения (20.3), получаем, что
(20.10) если A ∈ M, то M ⊢HI⟨α,β⟩ F .
(20.11) (¬A) ∈ M (из (12) и (20.10)).
Снимая допущения (20.2), получаем, что
(20.12) если (¬A) ∈ M, то A /∈ M.
(20.13) A /∈ M (допущение).
(20.14) (¬A) /∈ M (допущение).
Разумеется, (20.15) A и (¬A) являются L-формулами.
В свете утверждений (13), (20.13), (20.14) и (20.15) очевидны утвер-

ждения (20.16) и (20.17).
(20.16) M ⊢HI⟨α,β⟩ ((¬A) ⊃ F )).
(20.17) M ⊢HI⟨α,β⟩ (A ⊃ F ).
Можно доказать, что (20.18) для всякой L-формулы A, не являю-

щейся квазиэлементарной L-формулой длины < β,⊢HI⟨α,β⟩ (A∨(¬A)).
(20.19) A не является квазиэлементарной L-формулой длины < β

(из (20.1)).
(20.20) ⊢HI⟨α,β⟩ (A ∨(¬A))(из (20.15), (20.18) и (29.19)).
Очевидно, что (20.21) ((A ⊃ F ) ⊃ (((¬A) ⊃ F ) ⊃ ((A∨(¬A)) ⊃ F )))

есть аксиома исчисления HI⟨α,β⟩.
Опираясь на утверждения (20.16), (20.17), (20.20) и (20.21), легко

показать,что (20.22) M ⊢HI⟨α,β⟩ F .
Снимая допущение (20.14), получаем, что
(20.23) если (¬A) /∈ M, то M ⊢HI⟨α,β⟩ F .
(20.24) (¬A) ∈ M (из (12) и (20.23)).
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Снимая допущение (20.13), получаем, что
(20.25) если A /∈ M, то (¬A) ∈ M.
(20.26) (¬A) ∈ M тогда и только тогда, когда A/∈ M (из (20.12)

и (20.25)).
Снимая допущения (20.1) и обобщая, получаем, что для всякой

L-формулы A, не являющейся квазиэлементарной L-формулой: (¬A) ∈
M тогда и только тогда, когда A /∈ M.

Утверждение (20) доказано.
Опираясь на утверждения (15), (16), (17), (18), (19), и (20) и

определение I⟨α,β⟩-оценочного множества, получаем, что M есть I⟨α,β⟩-
оценочное множество. Являясь максимальным элементом в частично
упорядоченном множестве ⟨U,⊆U ⟩, M выполняет условие: M ⊆ M и
неверно, что M ⊢HI⟨α,β⟩ F . Таким образом, доказано, что (22) существу-
ет такое I⟨α,β⟩-оценочное множество K, что M ⊆ K и при этом неверно,
что K ⊢HI⟨α,β⟩ F .

Снимая допущения (1) и (2) и обобщая, получаем, что для всякого
множества M L-формул и для всякой L-формулы F: если неверно, что M
⊢HI⟨α,β⟩ F, то существует такое I⟨α,β⟩-оценочное множество K,что M ⊆ K
и при этом неверно, что K ⊢HI⟨α,β⟩ F.

Лемма 5 доказана. 2

Лемма 6. Для всякого I⟨α,β⟩-оценочного множества K существует
такая I⟨α,β⟩-оценка v, что для всякой L-формулы A: Ф⟨α,β⟩

v (A) = 1 то-
гда и только тогда, когда A ∈ K.

Доказательство.
(1) К есть I⟨α,β⟩-оценочное множество (допущение).
Условимся, что (2) VК есть множество всех таких упорядоченных

пар ⟨x, y⟩, что выполняются следующие условия: (1) x есть квазиэле-
ментарная L-формула длины ≤max(α, β), (2) y ∈ {0,1}, (3) y=1 тогда и
только тогда, когда x ∈ К .

Очевидны следующие утверждения (3) и (4).
(3) V К является I⟨α,β⟩-оценкой.
(4) Ф⟨α,β⟩

V К есть I⟨α,β⟩-означивание при V К .
(5) Для всякой L-формулы A: Ф⟨α,β⟩

V К (A) = 1 тогда и только тогда,
когда A ∈ К .

Докажем утверждение (5), используя индукцию по построению
L-формулы. Для этого достаточно доказать следующие утверждения
(5.1), (5.2), (5.3), (5.4) и (5.5).
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(5.1) Для всякой пропозициональной переменной q языка L:
Ф⟨α,β⟩

V К (q) = 1 тогда и только тогда, когда q ∈ К .
(5.2) Для всяких L-формул B и C: если (Ф⟨α,β⟩

V К (B) = 1 тогда и
только тогда, когда B ∈ К ) и (Ф⟨α,β⟩

V К (C) = 1 тогда и только тогда, когда
C ∈ К ), то (Ф⟨α,β⟩

V К ((B&C)) = 1 тогда и только тогда, когда (B&C) ∈ К ).
(5.3) Для всяких L-формул B и C: если (Ф⟨α,β⟩

V К (B) = 1 тогда и
только тогда, когда B ∈ К ) и (Ф⟨α,β⟩

V К (C) = 1 тогда и только тогда, когда
C ∈ К ), то (Ф⟨α,β⟩

V К ((B∨C)) = 1 тогда и только тогда, когда (B∨C) ∈ К ).
(5.4) Для всяких L-формул B и C: если (Ф⟨α,β⟩

V К (B) = 1 тогда и
только тогда, когда B ∈ К ) и Ф⟨α,β⟩

V К (C) = 1 тогда и только тогда, когда
C ∈ К ), то (Ф⟨α,β⟩

V К ((B⊃C)) = 1 тогда и только тогда, когда (B⊃C) ∈ К ).
(5.5) Для всякой L-формулы B: если (Ф⟨α,β⟩

V К (B) = 1 тогда и только
тогда, когда B ∈ К ), то (Ф⟨α,β⟩

V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда
(¬B) ∈ К ).

Докажем утверждение (5.1).
(5.1.1) q есть пропозициональная переменная языка L (допущение).
Очевидно следующее утверждение (5.1.2).
(5.1.2) q есть квазиэлементарная L-формула, длина которой

≤ max(α, β).
(5.1.3) Ф⟨α,β⟩

V К (q) =V К (q) (из (4) и (5.1.2), по определению I⟨α,β⟩-оз-
начивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).

(5.1.4) Ф⟨α,β⟩
V К (q) = 1(допущение).

(5.1.5) V K (q) = 1(из 5.1.3) и (5.1.4)).
(5.1.6) q ∈ К (из (2), (5.1.2) и (5.1.5)).
Снимая допущение (5.1.4), получаем, что
(5.1.7) если Ф⟨α,β⟩

V К (q) = 1, то q ∈ К .
(5.1.8) q ∈ К (допущение).
(5.1.9) V К (q) = 1(из (2), (5.1.2) и (5.1.8)).
(5.1.10)Ф⟨α,β⟩

V К (q) = 1 (из (5.1.3) и (5.1.9)).
Снимая допущение (5.1.8), получаем, что
(5.1.11) если q ∈ К , то Ф⟨α,β⟩

V К (q) = 1.
(5.1.12) Ф⟨α,β⟩

V К (q) = 1 тогда и только тогда, когда q ∈ К (из (5.1.7)
и (5.1.11)).

Снимая допущение (5.1.1) и обобщая, получаем, что для всякой
пропозициональной переменной q языка L: Ф⟨α,β⟩

V К (q) = 1 тогда и только
тогда, когда q ∈ К .
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Утверждение (5.1) доказано.
Докажем утверждение (5.2).
(5.2.1) B и C являются L-формулами (допущение).
(5.2.2) (Ф⟨α,β⟩

V К (B) = 1 тогда и только тогда, когда B ∈ К ) и
(Ф⟨α,β⟩

V K (C) = 1 тогда и только тогда, когда C ∈ К ) (допущение).

(5.2.3) (Ф⟨α,β⟩
V К ((B&C)) = 1 тогда и только тогда, когда Ф⟨α,β⟩

V К (B) =

1 и Ф⟨α,β⟩
V К (C) = 1 (из (3), (4) и (5.2.1), по определению I⟨α,β⟩-означивания

при заданной I⟨α,β⟩-оценке).
(5.2.4) (B&C) ∈ К тогда и только тогда, когда B ∈ К и C ∈ К (из

(1) и (5.2.1), по определению I⟨α,β⟩-оценочного множества).

(5.2.5) (Ф⟨α,β⟩
V К ((B&C)) = 1 тогда и только тогда, когда (B&C) ∈ К

(из (5.2.2), (5.2.3) и (5.2.4)).
Снимая допущения (5.2.1) и (5.2.2) и обобщая, получаем, что для

всяких L-формул B и C: если (Ф⟨α,β⟩
V К (B) = 1 тогда и только тогда,

когда B ∈ К ) и (Ф⟨α,β⟩
V К (C) = 1 тогда и только тогда, когда C ∈ К ), то

(Ф⟨α,β⟩
V К ((B&C)) = 1 тогда и только тогда, когда (B&C) ∈ К ).

Утверждение (5.2) доказано.
Докажем утверждение (5.3).
(5.3.1) B и C являются L-формулами (допущение).
(5.3.2) (Ф⟨α,β⟩

V К (B) = 1 тогда и только тогда, когда B ∈ К ) и
(Ф⟨α,β⟩

V К (C) = 1 тогда и только тогда, когда C ∈ К ) (допущение).

(5.3.3) (Ф⟨α,β⟩
V К ((B∨C)) = 1 тогда и только тогда, когда Ф⟨α,β⟩

V К (B) =

1 или Ф⟨α,β⟩
V К (C) = 1 (из (3), (4) и (5.3.1), по определению I⟨α,β⟩-

означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).
(5.3.4) (B ∨C) ∈ К тогда и только тогда, когда B ∈ К или C ∈ К

(из (1) и (5.3.1), по определению I⟨α,β⟩-оценочного множества).

(5.3.5) (Ф⟨α,β⟩
V К ((B∨C)) = 1 тогда и только тогда, когда (B∨C) ∈ К

(из (5.3.2), (5.3.3) и (5.3.4)).
Снимая допущения (5.3.1) и (5.3.2) и обобщая, получаем, что для

всяких L-формул B и C: если (Ф⟨α,β⟩
V К (B) = 1 тогда и только тогда,

когда B ∈ К ) и (Ф⟨α,β⟩
V К (C) = 1 тогда и только тогда, когда C ∈ К ), то

(Ф⟨α,β⟩
V К ((B∨C)) = 1 тогда и только тогда, когда (B∨C) ∈ К ).

Утверждение (5.3) доказано.
Докажем утверждение (5.4).
(5.4.1) B и C являются L-формулами (допущение).
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(5.4.2) (Ф⟨α,β⟩
V К (B) = 1 тогда и только тогда, когда B ∈ К) и

(Ф⟨α,β⟩
V К (C) = 1 тогда и только тогда, когда C ∈ К ) (допущение).

(5.4.3) (Ф⟨α,β⟩
V К ((B ⊃ C)) = 1 тогда и только тогда, когда Ф⟨α,β⟩

V К (B) =

0 или Ф⟨α,β⟩
V К (C) = 1 (из (3), (4) и (5.4.1), по определению I⟨α,β⟩-

означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).
(5.4.4) (B ⊃ C) ∈ К тогда и только тогда, когда B /∈ К или C ∈ К

(из (1) и (5.4.1), по определению I⟨α,β⟩-оценочного множества).
(5.4.5) (Ф⟨α,β⟩

V К ((B ⊃ C)) = 1 тогда и только тогда, когда (B ⊃ C) ∈
К (из (5.4.2), (5.4.3) и (5.4.4)).

Снимая допущения (5.4.1) и (5.4.2) и обобщая, получаем, что для
всяких L-формул B и C: если (Ф⟨α,β⟩

V К (B) = 1 тогда и только тогда,
когда B ∈ К ) и (Ф⟨α,β⟩

V К (C) = 1 тогда и только тогда, когда C ∈ К ), то
Ф⟨α,β⟩

V К ((B⊃C)) = 1 тогда и только тогда, когда (B⊃C) ∈ К ).
Утверждение (5.4) доказано.
Докажем утверждение (5.5).
(5.5.1) B есть L-формула (допущение).
(5.5.2) Ф⟨α,β⟩

V К (B) = 1 тогда и только тогда, когда B ∈ К (допу-
щение).

Очевидно, что (5.5.3) если Ф⟨α,β⟩
V К (B) = 0, то неверно, что

Ф⟨α,β⟩
V K (B) = 1.

(5.5.4) Ф⟨α,β⟩
V К есть отображение в {0, 1} (из (3) и (4), по определению

I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).
В свете утверждения (5.5.4) ясно, что
(5.5.5) если неверно, что Ф⟨α,β⟩

V К (B) = 1, то Ф⟨α,β⟩
V К (B) = 0.

(5.5.6) Неверно, что Ф⟨α,β⟩
V К (B) = 1 тогда и только тогда, когда

Ф⟨α,β⟩
V К (B) = 0 (из (5.5.3) и (5.5.5)).

(5.5.7) B не есть квазиэлементарная L-формула (допущение).
(5.5.8) ⟨α,β⟩

V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда Ф⟨α,β⟩
V К (B) =

0 (из (3), (4), (5.5.1), (5.5.7), по определению I⟨α,β⟩-означивания при
заданной I⟨α,β⟩-оценке).

(5.5.9) Ф⟨α,β⟩
V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда неверно, что

Ф⟨α,β⟩
V К (B) = 1 (из (5.5.6) и (5.5.8)).

(5.5.10) Ф⟨α,β⟩
V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда B /∈ К

(из (5.5.2) и (5.5.9)).
(5.5.11) (¬B) ∈ К тогда и только тогда, когда B /∈ К (из (1), (5.5.1)

и (5.5.7), по определению I⟨α,β⟩-оценочного множества).
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(5.5.12) Ф⟨α,β⟩
V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда (¬B) ∈ К (из

(5.5.10) и (5.5.11)).
Снимая допущение (5.5.7), получаем, что
(5.5.13) если B не есть квазиэлементарная L-формула, то

Ф⟨α,β⟩
V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда (¬B) ∈ К .

(5.5.14) B есть квазиэлементарная L-формула (допущение).
Разумеется, что (5.5.15) (¬B) есть квазиэлементарная L-формула

(допущение).
Ясно, что (5.5.16) h(B) < max(α, β) или h(B) ≥ max(α, β).
(5.5.17) h(B) < max(α, β) (допущение).
Тогда очевидно, что (5.5.18) h((¬B)) ≤ max(α, β).
(5.5.19)Ф⟨α,β⟩

V К ((¬B)) =V К ((¬B)) (из (3), (4), (5.5.15) и (5.5.18), по
определению I⟨α,β⟩-означивания при заданной I⟨α,β⟩-оценке).

(5.5.20) Ф⟨α,β⟩
V К ((B)) = 1 (допущение).

(5.5.21) V К ((¬B)) = 1 (из (5.5.19) и (5.5.20)).
(5.5.22) (¬B) ∈ К (из (2), (5.5.15), (5.5.18) и (5.5.21)).
Снимая допущение (5.5.20), получаем, что
(5.5.23) если Ф⟨α,β⟩

V К ((¬B)) = 1, то (¬B) ∈ К .
(5.5.24) (¬B) ∈ К (допущение).
(5.5.25) V К ((¬B)) = 1(из (2), (5.5.15), (5.5.18) и (5.5.24)).
(5.5.26) Ф⟨α,β⟩

V К ((¬B)) = 1 (из (5.5.19) и (5.5.25)).
Снимая допущение (5.5.24), получаем, что
(5.5.27) если (¬B) ∈ К , то Ф⟨α,β⟩

V К ((¬B)) = 1.

(5.5.28) Ф⟨α,β⟩
V K ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда (¬B) ∈ К

(из (5.5.23) и (5.5.27)).
Снимая допущение (5.5.17), получаем, что
(5.5.29) если h(B) < max(α, β), то Ф⟨α,β⟩

V К ((¬B)) = 1 тогда и только
тогда, когда (¬B) ∈ К .

(5.5.30) h(B) ≥ max(α, β) (допущение).
(5.5.31) Ф⟨α,β⟩

V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда Ф⟨α,β⟩
V К (B) = 0

(из (3), (4), (5.5.14) и (5.5.30), по определению I⟨α,β⟩-означивания при
заданной I⟨α,β⟩-оценке).

(5.5.32)Ф⟨α,β⟩
V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда B /∈ К (из

(5.5.2), (5.5.6) и (5.5.31)).
(5.5.33) (¬B) ∈ К тогда и только тогда, когда B /∈ К (из (1),

(5.5.14) и (5.5.30), по лемме 1).
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(5.5.34) Ф⟨α,β⟩
V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда (¬B) ∈ К (из

(5.5.32) и (5.5.33)).
Снимая допущение (5.5.30), получаем, что
(5.5.35) если h(B) ≥ max(α, β), то Ф⟨α,β⟩

V К ((¬B)) = 1 тогда и только
тогда, когда (¬B) ∈ К .

(5.5.36) Ф⟨α,β⟩
V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда (¬B) ∈ К (из

(5.5.16), (5.5.29) и (5.5.35)).
Снимая допущение (5.5.14), получаем, что
(5.5.37) если B есть квазиэлементарная L-формула, то

Ф⟨α,β⟩
V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда (¬B) ∈ К .

(5.5.38) Ф⟨α,β⟩
V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда (¬B) ∈ К (из

(5.5.13) и (5.5.37)).
Снимая допущения (5.5.1) и (5.5.2) и обобщая, получаем, что для

всякой L-формулы B: если Ф⟨α,β⟩
V К (B) = 1 тогда и только тогда, когда

B ∈ К, то Ф⟨α,β⟩
V К ((¬B)) = 1 тогда и только тогда, когда (¬B) ∈ К .

Утверждение (5.5) доказано.
Утверждение (5) доказано.
Опираясь на утверждения (3) и (5), получаем, что существует та-

кая I⟨α,β⟩-оценка v, что для всякой L-формулы A: Ф⟨α,β⟩
v (A) = 1 тогда

и только тогда, когда A ∈ К.
Снимая допущение (1) и обобщая, получаем, что для всякого I⟨α,β⟩-

оценочного множества K существует такая I⟨α,β⟩-оценка v, что для вся-
кой L-формулы A: Ф⟨α,β⟩

v (A) = 1 тогда и только тогда, когда A ∈ К.
Лемма 6 доказана. 2

Теперь докажем теорему 6 — обращение теоремы 5.

Теорема 6. Для всякого множества M L-формул и для всякой L-
формулы A: если A I⟨α,β⟩-следует из M, то M ⊢HI⟨α,β⟩ A.

Доказательство.
(1) M есть множество L-формул (допущение).
(2) A есть L-формула (допущение).
(3) A I⟨α,β⟩-следует из M (допущение).
(4) Неверно, что M ⊢HI⟨α,β⟩ A (допущение).
(5) Существует такое I⟨α,β⟩-оценочное множество K, что M ⊆ K и

при этом неверно, что K ⊢HI⟨α,β⟩ A (из (1), (2) и (4), по лемме 5).
Пусть (6) K есть I⟨α,β⟩-оценочное множество, M ⊆ K и при этом

неверно, что K ⊢HI⟨α,β⟩ A.
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(7) K есть I⟨α,β⟩-оценочное множество (из (6)).
(8) Существует такая I⟨α,β⟩-оценка v, что для всякой L-формулы A

верно следующее: φv(A)=1 тогда и только тогда, когда A принадлежит
множеству K (из (7), по лемме 6).

Пусть (9) w есть I⟨α,β⟩-оценка и для всякой L-формулы A верно
следующее: φw(A)=1 тогда и только тогда, когда A принадлежит мно-
жеству K.

(10) M ⊆ K (из (6)).
(11) Для всякой L-формулы A из M верно, что φw(A)=1 (из (9)

и (10)).
Ясно, что (12) для всякого множества M L-формул и для всякой

формулы A из M верно, что A HI⟨α,β⟩-выводима из M.
(13) Неверно, что K ⊢HI⟨α,β⟩ A (из (6)).
(14) K есть множество L-формул (из (7), по определению HI⟨α,β⟩-

оценочного множества).
(15) A не принадлежит множеству K (из (2), (12), (13) и (14)).
(16) Для всякой L-формулы A верно следующее: φw(A)=1 тогда и

только тогда, когда A принадлежит множеству K (из (9)).
(17) Неверно, что φw(A)=1 (из (2), (15) и (16)).
(18) Для всякойHI⟨α,β⟩-оценки v верно следующее: если для всякой

L-формулы B из M φv(B)=1, то φv(A)=1 (из (3), по определению I⟨α,β⟩-
следования).

(19) w есть I⟨α,β⟩-оценка (из (9)).
(20) Если для всякой L-формулы B из K φw(B)=1, то φw(A)=1 (из

(18) и (19)).
(21) φw(A)=1 (из (11) и (20)).
Утверждение (21) противоречит утверждению (17). Следователь-

но, неверно допущение (4). Итак, M ⊢HI⟨α,β⟩ A. Завершаем доказатель-
ство теоремы 6, снимая допущения (1), (2) и (3) и обобщая. 2

В свете теорем 5 и 6 очевидна следующая теорема 7.

Теорема 7. Для всякого множества M L-формул и для всякой L-
формулы A: M ⊢HI⟨α,β⟩ A тогда и только тогда, когда A I⟨α,β⟩-следует
из M .

Легко убедиться в справедливости следующих утверждений
У1 и У2.

У1. Для всякой L-формулы A: ⊢HI⟨α,β⟩A тогда и только тогда, когда
существует HI⟨α,β⟩-вывод из пустого множества L-формулы A.
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У2. Для всякой L-формулы A: A есть I⟨α,β⟩-общезначимая L-формула
тогда и только тогда, когда A I⟨α,β⟩-следует из пустого множества.

Используя теорему 7 и утверждения У1 и У2, получаем следующую
теорему 8.

Теорема 8. Для всякой L-формулы A: ⊢HI⟨α,β⟩ A тогда и только то-
гда, когда A есть I⟨α,β⟩-общезначимая L-формула.

Опираясь на теорему 8 и соглашение об использовании «I⟨α,β⟩»,
убеждаемся, что верна следующая теорема 9 об адекватности постро-
енной здесь семантики логике I⟨α,β⟩.

Теорема 9. Для всякой L-формулы A: A ∈ I⟨α,β⟩ тогда и только то-
гда, когда A есть I⟨α,β⟩-общезначимая L-формула.

Автор планирует опубликовать продолжение этой статьи, в кото-
ром будут даны доказательство табличности любой такой I-логики I⟨x,y⟩
васильевского типа, что x ̸= ω и y ̸= ω, и доказательство нетабличности
любой такой I-логики I⟨x,y⟩ васильевского типа, что x = ω или y = ω.
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В статье формулируется нестандартная семантика языка позитивной силлогисти-
ки, в которой значимость элементарных формул (форм категорических высказы-
ваний) определяется в терминах релевантного следования. Эта идея реализуется в
рамках предложенного В.И. Шалаком [3] подхода к построению семантики силло-
гистики: субъектам и предикатам категорических высказываний сопоставляются в
качестве значений формулы языка пропозициональной логики, а определение значи-
мости силлогистических формул использует отношение классической выводимости.
В данной работе это отношение заменяется на отношение следования в релевант-
ной логике FDE. Интерпретационная функция δ ставит в соответствие каждому
общему термину некоторую формулу пропозиционального языка с исходными связ-
ками ¬, ∧ и ∨. Постулируются следующие условия значимости формул силлоги-
стики при интерпретации δ: SaP значима, е.т.е. из δ(S) релевантно следует δ(P );
SeP значима, е.т.е. из δ(S) релевантно следует ¬δ(P ); SiP значима, е.т.е. из δ(S) не
следует релевантно ¬δ(P ); SoP значима, е.т.е. из δ(S) не следует релевантно δ(P );
для сложных формул стандартные. Силлогистическое исчисление, формализующее
класс общезначимых формул, содержит следующие постулаты: классические тав-
тологии, схемы аксиом (MaP ∧ SaM) ⊃ SaP , (MeP ∧ SaM) ⊃ SeP , SeP ⊃ PeS,
SaS, SiP ≡ ¬SeP , SoP ≡ ¬SaP , единственное правило вывода — modus ponens. До-
казываются метатеоремы о семантической непротиворечивости и полноте данного
исчисления относительно «релевантизированной» семантики.

Ключевые слова: силлогистика, категорические высказывания, релевантное следо-
вание, семантика, исчисление, метатеорема о непротиворечивости, метатеорема о
полноте

Идею построения релевантных аналогов для различных логиче-
ских систем выдвигал и активно поддерживал Е.К. Войшвилло. Он
рассматривал релевантную логику не как раздел современной логики, а
как ее новый этап и ставил задачу построения теории непарадоксаль-
ного, релевантного следования не только применительно к системам
классической логики, но и для неклассических логических теорий. Впе-
чатляющие результаты в этом направлении были получены, например,
Я.В. Шрамко [4] относительно интуиционистской логики.

c⃝ Маркин В.И.
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Вопрос о «релевантизации» систем силлогистики тоже, как гово-
рится, витал в воздухе. Но в чем эта «релевантизация» должна была
заключаться? Силлогистические исчисления после известной работы
Я. Лукасевича [5] формулируются обычно как надстройка над класси-
ческим исчислением высказываний. Для формул такого языка можно, в
принципе, определить непарадоксальное отношение следования, а в сам
язык добавить синтаксический аналог данного отношения — релевант-
ную импликацию. Такой подход имеет право на существование, но он,
скорее всего, не даст сколько-нибудь интересных следствий для прин-
ципов и законов самой силлогистики. Собственно силлогистические ак-
сиомы известных ее систем не вызывают особых сомнений и критики с
позиций теории релевантного следования.

Другой возможный подход к решению данной задачи состоит в
том, чтобы отношение релевантного следования использовалось при се-
мантической трактовке самих элементарных формул языка силлогисти-
ки (форм категорических высказываний). Но для этого должна быть
в корне изменена стандартная, экстенсиональная парадигма, домини-
рующая при построении семантик силлогистических исчислений. Идея
«релевантизации» силлогистики, понимаемой в указанном выше клю-
че, может быть успешно реализована в рамках оригинального подхода к
построению семантик для систем силлогистики, который был недавно
предложен В.И. Шалаком [3]. Интерпретация силлогистических фор-
мул была названа им «синтаксической», поскольку возможными зна-
чениями субъектов и предикатов категорических высказываний в по-
строенной им семантике являются не множества предметов, а формулы
языка пропозициональной логики.

В.И. Шалак сформулировал адекватную «синтаксическую» интер-
претацию для известной силлогистики ФС — исчисления, дедуктивно
эквивалентного системе Дж. Шефердсона [6], ФС формализует пози-
тивный фрагмент так называемой фундаментальной силлогистики. Ее
дедуктивными постулатами являются схемы аксиом

А0. Схемы аксиом классического исчисления высказываний,
А1. (MaP ∧ SaM) ⊃ SaP , А5. SiP ⊃ SiS,
А2. (MeP ∧ SaM) ⊃ SeP , А6. SoP ⊃ SiS,
А3. SeP ⊃ PeS, А7. SiP ≡ ¬SeP ,
А4. SaS, А8. SoP ≡ ¬SaP ,

и единственное правило вывода — modus ponens. Понятие доказатель-
ства обычное.
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Для интерпретации языка ФС В.И. Шалак вводит функцию δ,
которая сопоставляет каждому общему термину формулу языка клас-
сической логики высказываний, содержащего — в качестве исходных —
связки ¬, ∧ и ∨. Условия значимости атомарных формул силлогисти-
ческого языка при некоторой интерпретации δ определяются так:

δ |= SaP , е.т.е. δ(S) ⊢ δ(P ),
δ |= SeP , е.т.е. δ(S), δ(P ) ⊢ f ,
δ |= SiP , е.т.е. δ(S), δ(P ) 0 f ,
δ |= SoP , е.т.е. δ(S) 0 δ(P ),

где «δ |= A» означает, что силлогистическая формула A значима
при интерпретации δ, «f» — константа ложности, а «⊢» — отношение
классической выводимости на множестве пропозициональных формул.
Условия значимости сложных формул языка силлогистики стандарт-
ные.

Заметим, что условия значимости для SeP и SiP могут быть эк-
вивалентным образом переформулированы:

δ |= SeP , е.т.е. δ(S) ⊢ ¬δ(P ),
δ |= SiP , е.т.е. δ(S) 0 ¬δ(P ).

Зададимся вопросом, останется ли данная «синтаксическая» интер-
претация адекватной силлогистическому исчислению ФС, если в усло-
виях значимости формул классическую выводимость заменить на реле-
вантную, и если нет, то какая система силлогистики адекватно форма-
лизует «релевантизированную» указанным образом семантику.

В качестве релевантной выводимости уместно рассмотреть выво-
димость в известной релевантной системе FDE либо ее семантический
аналог — отношение первоуровневого релевантного следования (�rel),
задаваемого, например, в семантике обобщенных описаний состояний
Е.К. Войшвилло [1, с. 23–28].

Определение интерпретационной функции δ не меняется: она сопо-
ставляет каждому общему термину формулу языка классической логи-
ки высказываний, не содержащей иных связок, кроме ¬, ∧ и ∨.

Условия значимости для элементарных силлогистических формул
(при интерпретации δ) модифицируются следующим образом:

(I1) δ |= SaP , е.т.е. δ(S) �rel δ(P ),
(I2) δ |= SeP , е.т.е. δ(S) �rel ¬δ(P ),
(I3) δ |= SiP , е.т.е. δ(S) 2rel ¬δ(P ),
(I4) δ |= SoP , е.т.е. δ(S) 2rel δ(P ).
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Условия значимости для сложных формул остаются классически-
ми.

Формула A языка позитивной силлогистики называется общезна-
чимой, если и только если δ |= A при любой интерпретации δ.

Некоторые аксиомы системы ФС общезначимы в «релевантизиро-
ванной» семантике. Однако, А5 и А6 перестают быть схемами общезна-
чимых формул.

Допустим, что δ(S) = q ∧ ¬q, а δ(P ) = r. При выборе такого δ
формула SiP значима (так как q∧¬q 2rel ¬r), и формула SoP значима
(так как q∧¬q 2rel r), но формула SiS не является значимой, поскольку
q ∧ ¬q �rel q ∧ ¬q. В силу этого, формулы SiP ⊃ SiS и SoP ⊃ SiS не
являются значимыми при указанном δ, поэтому они необщезначимы.

Силлогистическое исчисление с постулатами А0, А1–А4, А7–А8
и modus ponens рассматривалось мною ранее [2]. Это система ИФС,
адекватно формализующая один из вариантов «интенсиональной» се-
мантики силлогистического языка.

Продемонстрируем непротиворечивость и полноту исчисления
ИФС относительно «релевантизированной» семантики В.И. Шалака.

Теорема 1. Метатеорема о непротиворечивости. Всякая тео-
рема исчисления ИФС общезначима.

Доказательство. В силу того, что условия значимости сложных фор-
мул задаются как в классической логике, все аксиомы А0 общезначимы,
а правило modus ponens сохраняет общезначимость.

Аксиомы А1 и А2 общезначимы в силу транзитивности релевант-
ного следования в FDE: (α �rel β ∧̇ β �rel γ) ⇒ α �rel γ (где α, β и γ —
формулы пропозиционального языка).

Аксиома А3 общезначима в силу следующего свойства релевант-
ного следования: α �rel ¬β ⇒ β �rel ¬α.

Аксиома А4 общезначима, поскольку релевантное следование ре-
флексивно: α �rel α.

Условия значимости А7 и А8 в нашей семантике тавтологичны,
поэтому и эти аксиомы в ней общезначимы.

Таким образом, все аксиомы исчисления ИФС общезначимы, а
единственное правило этой системы сохраняет свойство «быть общезна-
чимой формулой». 2

Доказательство обратной метатеоремы (теоремы о полноте ИФС)
ведем методом Хенкина.



74 В.И. Маркин

Назовем множество формул Γ силлогистического языка ИФС-
непротиворечивым, если и только если оно не содержит формул
A1, A2, ..., An таких, что формула ¬(A1∧A2∧...∧An) доказуема в ИФС.

В дальнейшем нам достаточно будет ограничиться рассмотрени-
ем непротиворечивых множеств, формулы которых содержат конечное
число общих терминов. Пусть T — произвольное конечное множество
терминов, а FT — множество всех формул силлогистического языка, не
содержащих иных терминов, кроме элементов T .

Назовем множество формул ∆ ИФС-максимальным относительно
T , если и только если ∆ ИФС-непротиворечиво и для любой формулы
A ∈ FT верно: A ∈ ∆ или ¬A ∈ ∆.

Стандартным образом доказывается аналог леммы Линденбаума:

Лемма 1. Произвольное ИФС-непротиворечивое множество формул
Γ такое, что множество общих терминов T в формулах из Γ явля-
ется конечным, можно расширить до ИФС-максимального относи-
тельно T множества ∆.

Любое ИФС-максимальное относительно T множество формул об-
ладает важными свойствами (для произвольных формул A и B из FT ):

(а) если A теорема ИФС, то A ∈ ∆;
(б) если A ⊃ B ∈ ∆ и A ∈ ∆, то B ∈ ∆;
(в) ¬A ∈ ∆, е.т.е. A /∈ ∆;
(г) A ∧B ∈ ∆, е.т.е. A ∈ ∆ и B ∈ ∆;
(д) A ∨B ∈ ∆, е.т.е. A ∈ ∆ или B ∈ ∆;
(е) A ⊃ B ∈ ∆, е.т.е. A ∈ ∆ ⇒ B ∈ ∆;
(ж) A ≡ B ∈ ∆, е.т.е. A ∈ ∆ ⇔ B ∈ ∆.

В дальнейшем, с целью упрощения метатеоретических рассужде-
ний, будем полагать, что алфавит объектного языка силлогистики со-
держит следующий список общих терминов: P1, P2, ..., а алфавит языка
пропозициональной логики — следующий список пропозициональных
переменных: p1, p2, ... В метаязыке мы используем в качестве синтак-
сических переменных по общим терминам большие латинские буквы:
S, P,Q,R,M , а в качестве метазнаков для пропозициональных пере-
менных — малые латинские буквы: s, p, q, r,m. Договоримся, что малая
буква представляет пропозициональную переменную с индексом j (то
есть pj) тогда и только тогда, когда соответствующая большая буква
представляет общий термин с тем же индексом (а именно, термин Pj).
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С каждым ИФС-максимальным относительно конечного T мно-
жеством формул ∆ будем ассоциировать каноническую интерпретацию
общих терминов δ∆.

Если термин Q отсутствует в T , то δ∆(Q) = q (то есть, соглас-
но только что принятому соглашению, δ∆ сопоставляет произвольному
общему термину Pj формулу языка логики высказываний pj — пропо-
зициональную переменную с тем же индексом). Этот пункт необходим
исключительно для того, чтобы обеспечить всюду определенность δ∆.

Пусть теперь Q ∈ T . Зададим сначала связанную с множеством ∆
функцию π∆, которая каждому термину из T сопоставляет множество
литералов — пропозициональных переменных и (или) их отрицаний:
π∆(Q) = {r : QaR ∈ ∆} ∪ {¬r : QeR ∈ ∆}. δ∆(Q) в этом случае будет
представлять собой конъюнкцию всех литералов из π∆(Q). Для того
чтобы обеспечить однозначность отображения δ∆, положим, что члены
этой элементарной конъюнкции упорядочены так: положительные ли-
тералы (пропозициональные переменные) предшествуют в ней отрица-
тельным (отрицаниям переменных), а среди как положительных, так и
отрицательных литералов каждый литерал с меньшим индексом пред-
шествует каждому литералу с большим индексом.

Для упрощения доказательства основной леммы обоснуем два
вспомогательных утверждения. Существенным образом будем исполь-
зовать при этом синтаксический критерий релевантного первоуровнего
следования �rel, предложенный Е.К. Войшвилло [1, с. 38–40]: α �rel β,
если и только если для каждого дизъюнктивного члена αi ДНФ α су-
ществует дизъюнктивный член βj ДНФ β такой, что множество конъ-
юнктивных членов (литералов) βj есть подмножество множества конъ-
юнктивных членов (литералов) αi.

Лемма 2. Пусть ∆ — произвольное ИФС-максимальное относи-
тельно конечного T множество формул, и пусть S и P — общие тер-
мины из T . Тогда δ∆(S) �rel δ∆(P ), если и только если π∆(P ) ⊆ π∆(S).

Доказательство. Из определения δ∆ вытекает, что формулы δ∆(S) и
δ∆(P ) находятся в дизъюнктивной нормальной форме, каждая из них
является вырожденной ДНФ, состоящей из единственной элементарной
конъюнкции. В данном случае, согласно критерию Войшвилло, для на-
личия релевантного следования второй формулы из первой необходи-
мо и достаточно, чтобы каждый литерал из элементарной конъюнкции
δ∆(P ) содержался в элементарной конъюнкции δ∆(S). Но множество
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литералов в составе δ∆(P ) есть не что иное, как π∆(P ), а множество
литералов в составе δ∆(S) есть π∆(S). 2

Лемма 3. Пусть ∆ — произвольное ИФС-максимальное относи-
тельно конечного T множество формул, и пусть S и P — общие
термины из T . Тогда δ∆(S) �rel ¬δ∆(P ), если и только если суще-
ствует положительный литерал (пропозициональная переменная) r
такой, что r ∈ π∆(S) и ¬r ∈ π∆(P ), или существует положитель-
ный литерал r такой, что ¬r ∈ π∆(S) и r ∈ π∆(P ).

Доказательство. Выше уже отмечалось, что δ∆(S) и δ∆(P ) пред-
ставляют собой ДНФ, состоящие из одной элементарной конъюнкции.
В системе FDE справедливы законы Де Моргана, а также законы вве-
дения и удаления двойного отрицания. В силу этого формула ¬δ∆(P )
релевантно эквивалентна дизъюнкции литералов (вырожденных конъ-
юнкций), то есть некоторой ДНФ γ, причем каждый литерал в составе
этой γ противоречит некоторому литералу из элементарной конъюнк-
ции δ∆(P ). Поэтому, согласно критерию Войшвилло, δ∆(S) �rel ¬δ∆(P )
имеет место тогда и только тогда, когда в составе γ найдется литерал,
входящий также и в состав δ∆(S), а значит принадлежащий π∆(S). Но
γ состоит из литералов, противоречащих элементам множества π∆(P ).
Следовательно, необходимым и достаточным условием релевантного
следования ¬δ∆(P ) из δ∆(S) является существование пары противо-
речащих литералов, один из которых содержится в π∆(S), а другой
в π∆(P ). Здесь имеются две возможности: положительный литерал r
может принадлежать π∆(S), а его отрицание ¬r принадлежать π∆(P ),
либо наоборот, r ∈ π∆(P ), а ¬r ∈ π∆(S). 2

Перейдем к доказательству основной леммы о равносильности двух
утверждений — о принадлежности силлогистической формулы некото-
рому ИФС-максимальному множеству формул ∆ и о значимости этой
формулы при канонической интерпретации, связанной с этим ∆.

Лемма 4. Пусть ∆ — произвольное множество формул, ИФС-
максимальное относительно конечного множества терминов T . Для
любой формулы A ∈ FT верно: δ∆ |= A, если и только если A ∈ ∆.

Доказательство. Доказательство ведется индукцией по числу связок
в формуле A.

I. Пусть A есть SaP .
Докажем сначала, что δ∆ |= SaP ⇒ SaP ∈ ∆.
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1. δ∆ |= SaP допущение
2. δ∆(S) �rel δ∆(P ) 1; (I1)
3. π∆(P ) ⊆ π∆(S) 2; Лемма 2
4. PaP ∈ ∆ А4, (а)
5. p ∈ π∆(P ) 4; опр. π∆
6. p ∈ π∆(S) 3, 5
7. SaP ∈ ∆ 6; опр. π∆

Докажем обратное утверждение: SaP ∈ ∆ ⇒ δ∆ |= SaP .

1. SaP ∈ ∆ допущение
+2. r ∈ π∆(P )
3. PaR ∈ ∆ 2; опр. π∆
4. (PaR ∧ SaP ) ⊃ SaR ∈ ∆ А1, (а)
5. SaR ∈ ∆ 3, 1, 4; (г), (б)
6. r ∈ π∆(S) 5; опр. π∆

7. ∀̇r(r ∈ π∆(P ) ⇒ r ∈ π∆(S)) 2–6; ⇒i, ∀̇i
+8. ¬q ∈ π∆(P )
9. PeQ ∈ ∆ 8; опр. π∆
10. (PeQ ∧ SaP ) ⊃ SeQ ∈ ∆ А2, (а)
11. SeQ ∈ ∆ 9, 1, 10; (г), (б)
12. ¬q ∈ π∆(S) 11; опр. π∆

13. ∀̇r(¬r ∈ π∆(P ) ⇒ ¬r ∈ π∆(S)) 8–12; ⇒i, ∀̇i
14. π∆(P ) ⊆ π∆(S) 7, 13
15. δ∆(S) �rel δ∆(P ) 14; Лемма 2
16. δ∆ |= SaP 15; (I1)

II. Пусть A есть SeP .
Докажем сначала, что δ∆ |= SeP ⇒ SeP ∈ ∆.

1. δ∆ |= SeP допущение
2. δ∆(S) �rel ¬δ∆(P ) 1; (I2)
3. ∃̇r(r ∈ π∆(S) ∧̇ ¬r ∈ π∆(P )) ∨̇
∨̇ ∃̇r(¬r ∈ π∆(S) ∧̇ r ∈ π∆(P )) 2; Лемма 3

+4. ∃̇r(r ∈ π∆(S) ∧̇ ¬r ∈ π∆(P ))

5. SaR ∈ ∆ ∧̇ PeR ∈ ∆ 4; ∃̇e, опр. π∆
6. PeR ⊃ ReP ∈ ∆ А3, (а)
7. (ReP ∧ SaR) ⊃ SeP ∈ ∆ А2, (а)
8. SeP ∈ ∆ 5, 6, 7; (г),(б)
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+9. ∃̇r(¬r ∈ π∆(S) ∧̇ r ∈ π∆(P ))

10. SeQ ∈ ∆ ∧̇ PaQ ∈ ∆ 9; ∃̇e, опр. π∆
11. SeQ ⊃ QeS ∈ ∆ А3, (а)
12. (QeS ∧ PaQ) ⊃ PeS ∈ ∆ А2, (а)
13. PeS ⊃ SeP ∈ ∆ А3, (а)
14. SeP ∈ ∆ 10, 11, 12, 13; (г),(б)

15. SeP ∈ ∆ 3, 4–8, 9–14; ∨̇e

Докажем обратное утверждение: SeP ∈ ∆ ⇒ δ∆ |= SeP .

1. SeP ∈ ∆ допущение
2. ¬p ∈ π∆(S) 1; опр. π∆
3. PaP ∈ ∆ А4, (а)
4. p ∈ π∆(P ) 3; опр. π∆
5. ∃̇r(¬r ∈ π∆(S) ∧̇ r ∈ π∆(P )) 2, 4
6. δ∆(S) �rel ¬δ∆(P ) 5; Лемма 3
7. δ∆ |= SeP 6; (I2)

III. Пусть A есть SiP .
Данный случай сводится к случаю II в силу того, что условия зна-

чимости формулы SiP противоречат условиям значимости формулы
SeP , а также в силу наличия в ИФС-максимальном множестве аксио-
мы А7.

IV. Пусть A есть SoP .
Данный случай сводится к случаю I в силу того, что условия зна-

чимости формул SoP и SaP противоречат друг другу, и в силу наличия
в ИФС-максимальном множестве аксиомы А8.

Разбор случаев, когда A — сложная формула, прост: используем
индуктивное допущение, условия значимости сложных формул и свой-
ства (а)–(ж) ИФС-максимального множества. 2

Докажем теперь метатеорему о полноте исчисления ИФС относи-
тельно предложенной нами семантики.

Теорема 2. Метатеорема о полноте. Всякая общезначимая фор-
мула доказуема в исчислении ИФС.

Доказательство. Рассмотрим произвольную общезначимую форму-
лу A. Допустим, что она недоказуема в ИФС. Тогда множество формул
{¬A} ИФС-непротиворечиво. Пусть T — множество общих терминов,
входящих в формулу A. Очевидно, что T является конечным. Согласно
Лемме 1, {¬A} может быть расширено до ИФС-максимального отно-
сительно T множества формул ∆. Поскольку ¬A ∈ ∆, постольку, в
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силу Леммы 4, δ∆ |= ¬A. В силу семантики пропозиционального отри-
цания, A не является значимой при каноническом приписывании δ∆.
Следовательно, формула A необщезначима. В рассуждении получено
противоречие, значит допущение о недоказуемости A в ИФС неверно,
и потому формула A является теоремой данного исчисления. 2

Таким образом, замена классической выводимости на релевантную
в предложенной В.И. Шалаком «синтаксической» интерпретации фор-
мул силлогистики ФС, сужает класс собственно силлогистических за-
конов этой системы. Интересным представляется вопрос о том, какие
системы силлогистики окажутся адекватными при принятии в данной
семантике иных отношений первоуровнего следования, а также при на-
ложении разного рода ограничений на формулы пропозиционального
языка, которые сопоставляются в качестве значений общим терминам
категорических высказываний.
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Рассматривается история понятия многозначности в логике с единых позиций как
история отрицания. Основное внимание при этом уделяется логике Н.А. Васильева,
ее связям с индийской логикой сйадвада, с логиками Я. Лукасевича, логикой
Д.А. Бочвара. Выясняется многозначная природа логики Васильева, ее формаль-
ная модель в топосах. В топосах вводится новое понятие отрицания «в некотором
смысле». Тогда множество типов суждения у Васильева оказывается множеством
образующих дистрибутивной решетки истинностных значений топоса, которые пе-
реводятся друг в друга отрицанием «в соответствующем смысле», а васильевское
понимание отрицания соответствует решеточному отрицанию (псевдодополнению).
Обсуждается понимание Васильевым закона исключенного n-го и паранепротиво-
речивости: Н.А. Васильев рассматривал свой закон исключенного n-го как дизъ-
юнкцию образующих, как дизъюнкцию разных способов построения отрицательного
суждения «в некотором смысле», а закон непротиворечия как конъюнкцию утвер-
ждения и его отрицания «в некотором смысле». Указаны условия для моделирова-
ния этих законов в категориях.

Ключевые слова: Логика Васильева, многозначная логика, категорная семантика.

1. Введение
В многозначных логиках, в отличие от классической двузначной логи-
ки, истинность высказывания может отличаться от true и false и при-
нимать значения во множествах, имеющих больше двух элементов. Это
значит, что высказывания могут быть не только истинными или лож-
ными. Есть несколько следующих основных источников возникновения
таких логических систем:

— Во-первых, это возможная зависимость истинности высказыва-
ния от контекста, в котором оно употребляется, а также гносеологиче-
ские идеи скептицизма.

— Во-вторых, это неполнота информации, которая требуется для
однозначной оценки высказывания как истинного или ложного.

— В-третьих, это временная неопределенность истинности выска-
зываний о будущих событиях.

— В-четвертых, это нечеткость понятий, относительно которых
делается высказывание.

c⃝ Максимов Д.Ю.
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В основном из первого источника возникла многозначность в си-
стемах логики Древней Индии (§ 2). Анализ понятия частного выска-
зывания в аристотелевской логике выявил наличие в таких высказы-
ваниях неполноты информации и привел Н.А. Васильева в начале ХХ
века к логике, которая очень похожа на индийские системы, но также
содержит оригинальную интерпретацию отрицания (§ 3).

Попытки оценить истинность высказываний о будущих событиях
имеют богатую историю. Еще Аристотель, не вводя третьего истинност-
ного значения, не распространял действия принципа двузначности (со-
гласно которому любое высказывание или только истинно, или только
ложно) на будущие события. В противном случае не было бы ни свобо-
ды выбора, ни случайных событий. В средние века У. Оккам, по сути,
вводит третье истинностное значение для будущих событий, которое он
интерпретирует как «неопределенно», для согласования теологической
концепции Божественного предвидения со свободной волей человека. В
первой половине ХХ века Я. Лукасевич, из сходных с Аристотелем со-
ображений, создает сначала трехзначную логику, а затем и многознач-
ные системы с линейной шкалой истинностных значений (§ 4). Впослед-
ствии, на основе трехзначной логики Лукасевича и из иных соображе-
ний появилось много других вариантов, что связано со значительной
свободой построения истинностных таблиц для логических связок и от-
сутствием содержательной семантики для такой логики.

Наконец, из идей нечеткости понятий (например, «молодой», «ку-
ча» и др.) и приближенных рассуждений в середине ХХ века появилась
нечеткая логика Л. Заде с такой же линейной шкалой истинностных
значений, как у Лукасевича (§ 5). Впоследствии появились нечеткие
логики с нелинейными шкалами.

В данной работе мы рассмотрим понятие многозначности во всех
этих системах с единых позиций, как историю понятия отрицания. Ос-
новное внимание при этом будет уделено логике Н.А. Васильева, ее свя-
зям в древнеиндийской логикой, логикой Лукасевича и др. Выясняется
многозначная природа логики Васильева, предлагается ее формальная
модель в топосах. Обсуждается понимание Васильевым закона исклю-
ченного n-го и паранепротиворечивости.

Определение отрицания связано со структурой шкалы истинност-
ных значений, на которой отрицание определяется. Поэтому вторая ли-
ния развития идет по используемым шкалам: у Лукасевича и в род-
ственных (по шкале) логиках — линейная решетка, в 4-значной модаль-
ной логике Лукасевича и в логике Белнапа — простейшая дистрибутив-
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ная решетка, в логике Васильева — это общая дистрибутивная решетка
(или даже недистрибутивная в обобщении в топосах), в нечеткозначной
логике — дальнейшее обобщение понятия решетки.

2. Многозначность в логике Древней Индии1

Первые следы скептицизма, выражающие наличие гносеологических
ситуаций с неустранимым сомнением, встречаются уже в «Ригведе».
И это приводит к отрицанию принципа двузначности и признанию воз-
можности одновременного существования и не-существования: « Тогда
не было ни сущего, ни не-сущего. . . » [5]. Впоследствии адживики при-
шли к выводу, что также возможна ситуация, когда нечто «и есть, и
не есть», что к ряду предметов можно применять двойственные опре-
деления: «и мир, и не-мир», «и душа, и не-душа» и проч. [21]. Таким
образом, к VI–IV вв. до н.э. в Индии существовало четыре способа опи-
сания реальности: о любом предмете можно сказать, что он есть, или
не есть, или и есть и не есть, или ни есть ни не есть. Такая схема
получила название «чатушкуотика», т.е. «имеющая четыре вершины».
Эту концепцию, как и возникшие на ее основе доктрины аджнянавада
и сйадвада, использовали все направления индийской философии, но
наибольшее распространение она получила у буддистов. При этом буд-
дизм, отвергая возможность выразить в словах, с помощью логических
рассуждений, объективную реальность, использовал «чатушкуотику»
в чисто пропедевтических целях.

Если буддизм отвергал всякую возможность выразить истину в
слове, то джайны только сомневались в такой возможности и, в част-
ности, выразить истину вариантами «чатушкуотики». Поэтому они до-
полнили четырехвершинную схему пятой вершиной: «Я не говорю это-
го. Я не говорю так. Я не говорю иначе. Я не говорю нет. Я не говорю
не нет» [17]. Эта концепция получила название аджнянавада и может
быть проинтерпретирована следующим образом.

1) Неверно, что объект есть. 2) Неверно, что он не есть. 3) Невер-
но, что он есть и не есть. 4) Неверно, что он ни есть, ни не есть. 5)
Неверно, что 1)–4) истинны. Действительно, «так» значит не «иначе»;
«нет» означает ни «так», ни «иначе»; «не нет» отрицает все эти три
возможности. Наконец, «Я не говорю этого» отрицает отрицания всех
других четырех суждений. При этом термин «неверно» не означает, что
отрицающие друг друга пять высказываний являются взаимоисключа-
ющими.

1На основании [17].
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Таким образом, слово «аджнянавада» обозначает некий скепти-
цизм, когда сторонник этой доктрины не знает, знает ли он или нет
что-либо о предмете. Впоследствии джайны разработали более слож-
ную доктрину сйадвада, в которой о любом объекте можно высказать-
ся семью способами: 1) Объект некоторым образом существует; 2) Не-
которым образом не существует; 3) Некоторым образом и существует
и не существует; 4) Некоторым образом непредикативен; 4) Некото-
рым образом и существует и непредикативен; 6) Некоторым образом
и не существует и непредикативен; 7) Некоторым образом и существует,
и не существует, и непредикативен [17]. Опять-таки, как и в аджняна-
ваде, все эти семь высказываний не являются взаимоисключающими.
Термин «сйад» («некоторым образом») указывает на зависимость ис-
тинности высказывания от контекста, на ограниченность и конкрет-
ность утверждения, на истинность относительно определенных предпо-
сылок.

Так, например, в ситуации 1), когда говорится, что кувшин неко-
торым образом существует, имеется в виду некоторый конкретный, на-
пример этот глиняный, кувшин. Тогда, если говорить, например, о се-
ребряном кувшине, то высказывание 1) будет ложным, а истинным воз-
можно будет высказывание 2). В свою очередь высказывание 2) трак-
тует небытие предмета как бытие некоторого другого предмета. Иначе
говоря, если кувшин некоторым образом не есть, то это означает, что
он некоторым образом не кувшин, а кусок обожженной глины, или вы-
полняет другие, не свойственные кувшину функции или просто другой
кувшин, не тот, который имелся в виду.

Высказывание 3) можно толковать и как совпадение в разных сте-
пенях бытия и небытия, и как существование с одной точки зрения и
несуществование с другой. Например, рассматривая одну часть предме-
та с точки зрения его собственных свойств, а другую — с точки зрения
чуждых ему свойств. В отличие от этого, высказывание 4) относится ко
всему предмету в целом и утверждает его некоторым образом неопису-
емость (например, демонов) или отсутствие ответа на данный вопрос.
Например, цвет предмета может зависеть от освещения, и каков он в
действительности, непонятно. То есть в данном случае любое словесное
описание неполно и зависит от точки зрения субъекта.

Истинность остальных высказываний рассматривается также с
точки зрения соотношения собственных и чуждых свойств разных ча-
стей объекта и, кроме того, с учетом невозможности описать предмет
вообще.
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Следует подчеркнуть, что все упомянутые логические системы
имеют дело с объектным рядом, с конкретными вещами, но не с идея-
ми и понятиями [13]. Истинность суждений о предметах находится «в
зависимости не просто от склонности судящего рассудка, но от отно-
сительного характера самой многогранной реальности» [18]. В начале
ХХ века Н.А. Васильев тоже пришел к выводу о необходимости раз-
делять в логике уровень понятий и уровень фактов, но, в отличие от
индийских логиков, у него принцип двузначности относится к уровню
фактов, о которых можно делать однозначные утверждения, а вот о
понятиях можно высказываться многими способами и для них должен
выполняться закон исключенного четвертого. Впоследствии Васильев
обобщает свои взгляды и на уровень фактов, но в воображаемом мире,
и приходит в этом случае к закону исключенного n-го.

3. Логика Н.А. Васильева
В предыдущем разделе мы видели, что в индийских логических си-
стемах к идее многозначности приходят, в основном, из варьирования
гносеологических принципов, из идей скептицизма. Н.А. Васильев вы-
деляет в логике два слоя. Один слой относится к познающему субъ-
екту — это, в его терминологии, металогика. Это законы, которые ка-
саются суждения в целом и носят гносеологический характер. Один
из них — закон исключенного третьего: «всякое суждение или истин-
но или ложно». И эти законы металогики, гносеологические принципы
Васильев не варьирует: «мы предполагаем неизменность познающего
субъекта и его рациональных функций — способности суждения и вы-
вода» [2]. Но Васильев варьирует принципы, зависящие от познаваемых
объектов. В этом слое он также выделяет два логических уровня. Один
уровень относится к суждениям о фактах, о результатах наблюдения,
опыта. К другому уровню относятся суждения о понятиях, о законах.
Такие суждения передают не существования, а закон, связь между су-
ществованиями. Для разных систем объектов, разных миров, законы
онтологического, эмпирического уровня могут различаться. Васильев
рассматривает два таких закона — закон противоречия в формулиров-
ке Канта: «ни одной вещи не может принадлежать предикат, противо-
речащий ей», — и закон исключенного третьего в его онтологической
формулировке [2]. Именно эти законы, относящиеся к вещам, Васильев
и предлагает модифицировать.
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3.1. О частных суждениях и законе исключенного
четвертого

Свою первую статью [3] Н.А. Васильев посвящает трактовке частных
суждений в силлогистике. В силлогистике суждения делятся на общие
и частные, что дает четыре формы: общеутвердительное А, общеотри-
цательное Е, частноутвердительное I, частноотрицательное О. Частное
суждение выражается формулой: «некоторые S суть (не суть) P». Как
указывает Васильев, знак частности может иметь два смысла: 1) неко-
торые, а может быть и все, по крайней мере некоторые; 2) некоторые,
но не все, только некоторые. Анализируя первый вариант, Васильев
приходит к выводу, что такой смысл могут иметь только предложения,
но не суждения. Это проблематическое, неопределенное высказывание.
Но наука не может иметь дело с неопределенными высказываниями,
поэтому, делает вывод Васильев, слово «некоторые» в частных суж-
дениях может иметь только смысл «не все». Поскольку «некоторые S
суть P», а остальные «не суть P», то оба частных высказывания I и O
представляют одно общее высказывание М : «все S или суть P, или не
суть P». Такое высказывание Васильев называет индифферентным.

Для этого высказывания Васильев предлагает две формы трак-
товки. Одна — дизъюнктивная, которая предполагает, что весь объем S
распределен по признакам P, Q, R ... — «некоторые S суть P», «некото-
рые S суть Q», «некоторые S суть R». Другая форма — акцидентальная,
которая предполагает, что признак P не обязателен для S, случаен, воз-
можен, что предикат P совместим с природой S. То есть акцидентальное
суждение выражает определенное отношение между понятиями, их ча-
стичное совпадение. Это суждение не проблематическое, а утвержда-
ет некое правило. Напротив того, проблематическое относится всегда
к фактам, а не к понятиям, выражает предположение о фактическом
отношении. Такими частными суждениями о факте могут быть еди-
ничные, групповые, числовые или неопределенно-числовые («несколь-
ко S есть P») суждения и именно для них, доказывает Васильев, верна
традиционная силлогистика Аристотеля с обычным квадратом проти-
воположностей и законом исключенного третьего. Это неудивительно,
поскольку, как мы видели в § 2, античное (индийское) мышление имело
дело с отношениями между фактами, а не между понятиями. И грече-
ская логика в этом пункте не отличается от индийской.

Если же иметь дело с понятиями, то для частных высказываний в
трактовке Васильева вместо квадрата противоположностей получается
треугольник противоположностей: «любая пара суждений А, Е, М не



88 Д.Ю. Максимов

может быть одновременно истинной, но может быть одновременно лож-
ной». Отсюда следует закон исключенного четвертого для понятий, т.е.
что истинно только одно из трех утверждений: А или Е или М.

Таким образом, для любого понятия и всякого его предиката может
быть три возможности:

— Либо понятию присущ данный предикат;
— Либо ему присущ противоречащий предикат;
— Либо ему присущ и тот, и другой, т.е. оба предиката совместимы

с данным понятием (как, например, с понятием «человек» совместимы
предикаты «брюнет» и «не брюнет»).

Можно то же выразить идеей модальности: каждый предикат или
необходим, или невозможен, или возможен для данного понятия.

В этой своей первой статье Н.А. Васильев пока не рассматривает
закон противоречия. Но впоследствии он развивает свою идею о воз-
можной совместимости признаков и приходит к понятию неклассиче-
ского отрицания, которое вообще не основано на понятии совместимо-
сти и получает в этом случае закон исключенного n-го и нарушение
закона противоречия.

3.2. Закон паранепротиворечия и понятие отрицания
В своей второй статье [4] Н.А. Васильев переходит к логике, которая
могла бы иметь место для предметов и субъектов в некоем воображае-
мом мире. Отталкиваясь от идей Лобачевского, построившего неевкли-
дову геометрию, отказавшись от 5-го постулата Евклида, Васильев так-
же предлагает отказаться от одного из законов логики Аристотеля. И
свою воображаемую логику Васильев строит без закона противоречия.
Закон противоречия, согласно Васильеву, выражает несовместимость
утверждения и отрицания. Но отрицание — это, по определению, есть
то, что не совместимо с утверждением. Поэтому, заключает Васильев,
строить логику без закона противоречия значит строить логику с отри-
цанием, не основанном на несовместимости.

Отрицательное суждение имеет два аспекта. Первый — формаль-
ный: отрицательное суждение высказывает ложность утвердительно-
го. Второй — материальный: отрицательное суждение основывается на
несовместимости предикатов. Этот аспект указывает, на каком осно-
вании мы приходим к истинности отрицательных суждений. Изменив
такое основание, можно прийти к неклассическому отрицанию.

Н.А. Васильев указывает, что утвердительное суждение основыва-
ется на непосредственном восприятии и ощущении, а отрицательное —
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это всегда вывод. Мы не воспринимаем «не белое», а делаем вывод,
что предмет не белый на том основании, что он какого-либо другого
цвета. Но в воображаемом мире отрицательные суждения могут быть
такими же непосредственными, как и положительные, где возможно
непосредственное восприятие отрицательных ощущений и сам опыт в
этом убеждает без всякого вывода. Поэтому в таком мире могут в одном
предмете возникнуть основания и для утвердительного и для отрица-
тельного суждений. Суждение, которое выражает присутствие в объ-
екте оснований и для положительного и для отрицательного суждения,
Васильев называет индифферентным.

Мы уже встречались в предыдущем разделе с индифферентными
суждениями, но там они соотносились с частными суждениями, с вы-
сказыванием о классе и означали, что некоторый подкласс обладает
данным предикатом, а другие подклассы не обладают им. Это были
суждения о понятиях, выражающие некоторую закономерность, отно-
шение между ними. Здесь же речь идет о суждениях единичных, о суж-
дениях об отдельных фактах, которые выражают эмпирическую реаль-
ность мира, не совпадающего с нашим.

Далее Васильев строит силлогистику по той же схеме, что и в пер-
вой статье (см. § 3.1). Общие суждения, т.е. суждения о классе S, о по-
нятии могут быть трех видов: 1) общеутвердительное суждение — все
единичные S обладают предикатом P, все S суть P ; 2) общеотрицатель-
ное суждение — все S не суть P ; 3) индифферентное суждение — все S
суть и не суть P. Кроме общих суждений могут быть еще частные, ко-
гда только некоторые S обладают данным предикатом. Васильев опять
называет их акцидентальными и выделяет четыре вида таких сужде-
ний: 4) некоторые S суть P, а все остальные не суть P ; 5) некоторые S
суть P, а все остальные суть и не суть P ; 6) некоторые S не суть P, а
все остальные суть и не суть P ; 7) некоторые S суть P, некоторые S не
суть P, а все остальные суть и не суть P.

Мы видим, что Васильев в своих предположениях получает столь-
ко же форм (а именно семь), сколько их выделяют аджнянавадины
в концепции сйадвада (см. § 2). Причем, все эти формы практически
дословно совпадают, если заменить термин «непредикативен» сйадва-
ды на индифферентное суждение Васильева. Но получены они из раз-
ных гносеологических предпосылок и относятся к разным уровням: у
Васильева — к уровню понятий, к классам, а у аджнянавадинов — к
уровню фактов, к единичным объектам. Правда, схема рассуждений в
аджнянаваде схожа со схемой Васильева: в предмете выделяются раз-
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ные части, к которым можно относить разные суждения, и отрицание
признака вещи понимается как наличие признака другой вещи. Можно
представить, что скептицизм аджнянавады связан с предположением
того, что реальные объекты «живут» в воображаемом мире Васильева
и мы имеем дело с его проекцией на наш мир.

Н.А. Васильев в своих рассуждениях о воображаемой логике исхо-
дил из возможности в воображаемом мире непосредственного воспри-
ятия, ощущения как наличия признака, так и его отсутствия. В таком
мире есть три качественно различных суждения — утвердительное, от-
рицательное и индифферентное и, поэтому, имеет место закон исклю-
ченного четвертого. Но можно также мыслить миры с n качественно
различными суждениями, из которых мы можем иметь дело только с
утверждением и отрицанием. В таком мире уже будет иметь место закон
исключенного n+1-го, который утверждает наличие n форм суждений
и исключает n+1 форму.

Интересно отметить, что Н.А. Васильев не вводит иерархию форм
суждений по степени истинности. Поэтому у него нет проблемы с выбо-
ром значения для отрицания индифферентного суждения, как у Лука-
севича (см. § 4). Он вводит дополнительный тип неопределенного суж-
дения, как колебания между двумя другими возможностями, что ана-
логично аристотелевскому пониманию частного высказывания: «неко-
торые, а может быть и все» (см. § 3.1). Такие неопределенные суж-
дения берутся в качестве отрицания каждой из трех форм суждений
и связывают воображаемую логику с логикой Аристотеля. Таким об-
разом, по существу, Васильев предложил в качестве множества истин-
ностных значений дистрибутивную решетку с тремя образующими (см.
след. разд.). В этой шкале логические связки определяются как реше-
точные операции, т.е. отрицание определяется как псевдодополнение,
дизъюнкция и конъюнкция — как объединение и пересечение соответ-
ственно, а импликация Z = A → B как наибольший элемент, который
имеет пересечение с A такое же, как B.

3.3. Формальная модель идей Н.А. Васильева
К сожалению, Н.А. Васильев не успел перевести свою систему на язык
символической логики, а сама система содержит большое разнообразие
идей, порой неясно выраженных. Поэтому существуют многообразные
формальные модели его взглядов. При этом в немногочисленных из-
вестных работах логику Н.А. Васильева рассматривают, в основном, не
как многозначную, а как предшественницу паранепротиворечивых или
модальных логик и с этих позиций и пытаются моделировать [20], [16].
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Так, A. Арруда исходит из того, что в логике Васильева два уровня —
логический и металогический, поэтому она вводит два типа отрицания:
для одного выполняется закон противоречия, для другого нет, что близ-
ко идеям Д.А. Бочвара [1] (см. § 4). Причем, не обязательно вводить
для этого два символа — можно ввести два типа пропозициональных
букв с разными правилами для них. В варианте с двумя символами от-
рицания вводятся также две конъюнкции, что приводит к формально
более близким к взглядам Васильева выводам: для неклассического от-
рицания ∼ закон исключенного третьего X ∨ ∼ X не выполняется, но
выполняется закон исключенного четвертого X ∨ ∼ X ∨ (X· ∼ X) , где
· — неклассическая конъюнкция.

В.А. Смирнов рассматривает расширение классической логики, до-
бавляя к ее структурным правилам силлогистические в целях аксиома-
тизации в силлогистике взглядов Васильева. Он вводит четыре модаль-
ных оператора — необходимости, случайности, возможности и детерми-
нированности, что в совокупности делает аксиоматику такой силлоги-
стики очень громоздкой.

В этом же направлении интерпретируется логика Васильева в [9].
Т.П. Костюк и В.И. Маркин построили силлогистическое исчисление,
аксиоматизирующее класс общезначимых в этой семантике формул, до-
казали его непротиворечивость и полноту.

Однако существуют и многозначные интерпретации логики Васи-
льева, например, перевод логики Васильева в язык многозначной ло-
гики предикатов [15]. В.И. Маркин доказал, что данный перевод по-
гружает воображаемую логику в кванторную трехзначную логику, т.е.
формула является законом воображаемой логики тогда и только тогда,
когда ее перевод доказуем в трехзначной логике предикатов.

Основываясь на указании Н.А. Васильева о возможности двух
типов отрицательных суждений — абсолютном и слабом, — в [6]
Д.В. Зайцев и В.И. Маркин предложили интенсиональную семантику
логики Васильева и соответствующее аксиоматическое исчисление.

Многозначная категорная семантика для идей Н.А. Васильева
предложена в работе [25] (первые определения в [10]). В этой рабо-
те предложена модель взглядов Васильева в рамках аксиом пропози-
циональной части интуиционистской логики с добавлением аксиомы
«исключенного n-го», что имеет место в определнном классе топосов
(см. ниже). Автор исходит из наблюдения Васильева, что высказыва-
ние «некоторые S есть Р» соответствует третьему способу сравнения
понятий S и Р и определяется пересечением S и Р. В современной ма-
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тематической логике этому высказыванию больше всего соответствует
понятие степени эквивалентности S и Р — [S ≡ Р], в соответствии с
которым S эквивалентно Р там, где они пересекаются, или там, где оба
не определены (рис. 1а).
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Автор вводит понятие отрицания «в смысле S» — ¬S , как харак-
теристическую стрелку истинностного значения TS , которое само явля-
ется характером подобъекта S конечного объекта 1 в некотором топо-
се (рис. 1b, где Ω — объект истинностных значений этого топоса; для
классической двузначной логики это просто множество {0,1}). Дока-
зывается, что степень эквивалентности S и Р совпадает с отрицанием
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Р «в смысле S» (или S «в смысле Р»), т.е. это особый тип отрица-
ния, который зависит от степени пересечения денотатов: на рис.1c для
характеристической стрелки Tκ объекта κ = [S ≡ P ] имеем Tκ = ¬STP .

Выяснено, что в специальном классе топосов выполняется закон
«исключенного n-го», но в другом понимании, нежели у Васильева (см.
ниже):

∨
µ∈Sub(1)

¬SP , где дизъюнкция берется по всем элементам решет-

ки истинностных значений. Такими специальными топосами являют-
ся, в частности, слабо экстенсиональные топосы, в которых неравные
стрелки могут быть различимы частичным элементом. Такие топосы
могут быть классическими и неклассическими. В последнем случае за-
кон исключенного третьего в них не выполняется. Но могут быть и
сильно неклассические топосы, в которых не выполняется и закон ис-
ключенного n-го. Таким образом в топосах могут моделироваться клас-
сическая логика, вариант логики Васильева или интуиционистская ло-
гика в зависимости от типа топоса. Такая категорная модель согласу-
ется с представлениями Васильева о n-1 качественно различных типах
отрицания и позволяет уточнить, что понимается под отрицанием у Ва-
сильева и в индийской концепции сйадвада.

Действительно, в своей логике Васильев берет в качестве отрица-
ния каждого из трех типов высказывания высказывание, колеблющееся
между двумя другими типами. Такое отрицание может соответствовать
понятию отрицания в дистрибутивной решетке, например, в решетке
истинностных значений некоторого топоса. Так, на рис. 2 изображе-
на решетка истинностных значений некоторого классического топоса,
состоящая из восьми элементов. Этот рисунок представляет верхнюю
полурешетку с тремя образующими ∼ P , P, I (достроенную пункти-
ром до решетки) семи способов высказывания в воображаемой логике
Васильева (и, как мы видели, в сйадваде).
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I обозначает индифферентное высказывание «все S суть и не суть P»,
P — высказывание «все S суть P», ∼ P — «все S не суть P», U1 —
решеточное отрицание I — ¬I соответствует колебанию между ∼ P и
P и может иметь интерпретацию Васильева 4): «некоторые S суть P,
а все остальные не суть P» (§ 3.2). Так же интерпретируются осталь-
ные элементы полурешетки. В таком случае отрицание I, например, «в
смысле P» — ¬P I будет третьей образующей: ¬P I = ¬U3 = ∼ P .

Таким образом, Н.А. Васильев различал отрицательное суждение
∼ P и отрицание суждения P, так что его операцию отрицания можно
трактовать как решеточное отрицание (псевдодополнение), а формы
высказывания о понятии («все S суть P», «все S не суть P», «все S суть
и не суть P») как образующие этой решетки, которые, как мы видим,
переводятся друг в друга не обычным отрицанием, как у Аристотеля,
а отрицанием «в смысле Р» (или «в смысле ∼ Р», или «в смысле I»).

Н.А. Васильев считал, что в законе «исключенного четвертого» ис-
тинно всегда одно утверждение из трех возможных — утвердительное,
отрицательное или индифферентное, а два других ложны. Но если в
решетке на рис. 2 одну из образующих принять за true, то решетка пе-
рестроится так, что две других образующих примут значение false [14].
Поэтому можно представить закон «исключенного четвертого» в совре-
менной форме — как дизъюнкцию образующих, которая всегда истин-
на. Таким образом, можно рассматривать закон исключенного n-го как
дизъюнкцию разных способов построения отрицательного суждения «в
некотором смысле». Поскольку дизъюнкция образующих все равно да-
ет наибольший элемент решетки, то такое объединение эквивалентно
объединению всех элементов решетки, всех истинностных значений —∨
µ∈Sub(1)

¬SP . Но решетка на рис. 2 булева, поэтому несмотря на то что

в топосе с такой решеткой все равно верен закон «исключенного 4-го»
и в васильевском понимании, и в форме

∨
µ∈Sub(1)

¬SP , в топосах с такой

решеткой истинностных значений верен обычный закон исключенного
третьего: X ∨ ¬X, где ¬ — решеточное отрицание (псевдодополнение).
Таким образом, логика в топосах с такой решеткой хоть и многознач-
ная, но на самом деле классическая. Чтобы логика была неклассиче-
ской, но с законом «исключенного n-го», топос должен быть устроен
определенным образом [25], например, быть слабо экстенсиональным.
В таких топосах решетка истинностных значений небулева, а это зна-
чит, что образующие имеют нетривиальные пересечения. То есть для
того, чтобы воображаемая логика была неклассической, некоторые из
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качественно различных отрицаний все-таки должны иметь пересека-
ющиеся денотаты, как предполагал Н.А. Васильев в своей первой ра-
боте [3]. В этом случае такая логика будет паранепротиворечивой по
Васильеву — конъюнкция утвердительного суждения и отрицательно-
го суждения не ложна, т.е. в ней не выполняется закон непротиворечия
в форме P ∧ ∼ P → 0, поскольку Р может иметь ненулевое пересечение
с ∼ P = ¬IP . Но для того чтобы не выполнялся обычный закон непро-
тиворечия P ∧ ¬P → 0, следует ввести неклассическую конъюнкцию и
неклассическое отрицание, как это сделано в символическом виде в [20]
(см. также начало этого параграфа) или для случая линейной логики
проинтерпретировано в [25] в моноидальных категориях.

4. Логики Я. Лукасевича и родственные им

Я. Лукасевич пришел к созданию трехзначной логики в 20-х годах
ХХ века, исследуя аристотелевскую проблему истинностного статуса
будущих случайных событий [12]. Проблема состоит в том, что мы не
можем сказать, истинно ли, например, утверждение: «Ян завтра в пол-
день будет дома», поскольку мы не знаем этого достоверно. Но точно
так же мы не можем сказать, что это утверждение ложно, потому что
для этого сегодня тоже нет оснований. Вместе с тем, дизъюнкция «Ян
завтра в полдень будет дома или Ян завтра в полдень не будет дома»,
несомненно, истинна. Из этого Лукасевич делает вывод, что неверен
принцип бивалентности, который состоит в том, что каждое высказы-
вание либо истинно, либо ложно, и могут быть высказывания, кото-
рые ни истинны, ни ложны. Такие высказывания Лукасевич называет
«безразличными». Интересно сравнить такие высказывания с индиф-
ферентными у Н.А. Васильева. Васильев предполагает, что единичные
индифферентные высказывания относятся к материальному уровню и
содержат в себе основания и для положительного и для отрицательного
суждения. Лукасевич же предполагает, что таких оснований нет ни для
одного, ни для другого. Тем самым, эти два логика в совокупности реа-
лизовали схему чатушкуотики (§ 2). Но у Васильева истинность сужде-
ний не упорядочена, а Лукасевич предлагает линейно-упорядоченную
шкалу истинностных значений.

Васильев работал в рамках силлогистики и не успел представить
свою систему даже в символическом виде. Лукасевич с самого начала
разрабатывал математическую теорию трехзначной, а впоследствии и
многозначной логики, что, однако, привело к несоответствию формаль-
ной теории исходным философским выводам. Дело в том, что простое
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добавление третьего истинностного значения требует переопределения
логических связок, а сделать это можно, формально, разными спосо-
бами, что приводит к разным трехзначным логикам, ни одна из кото-
рых, тем не менее, не соответствует исходным смысловым посылкам
Лукасевича в полной мере. Это связано, возможно, с тем, что простое
добавление третьего истинностного значения может привести только
к линейной шкале истинностных значений, в то время как добавление
индифферентного суждения Васильевым приводит, как мы видели в
предыдущем разделе, к нелинейной решетке истинностных значений с
тремя образующими.

В своей первой системе [23], в 1920 г., Я. Лукасевич берет в качестве
исходных связок отрицание ∼ и импликацию →, для которых оставляет
классические значения тогда, когда аргументы принимают значения
в множестве {0,1}. В остальных случаях Лукасевич доопределяет эти
операции следующим образом: (1 → 1/2) = (1/2 → 0) = 1/2; (0 → 1/2) =
(1/2 → 1/2) = (1/2 → 1) = 1; ∼ 1/2 = 1/2.

Другие логические связки определяются через исходные:
P ∨Q = (P → Q) → Q; P ∧Q = ∼ (∼ P ∨ ∼ Q).
Легко проверить, что в логике Лукасевича не выполняются:
— Закон сокращения (P → (P → Q)) → (P → Q);
— Закон исключенного третьего P ∨ ∼ P ;
— Закон непротиворечия ∼ (P ∧ ∼ P ).

Все эти формулы принимают значения 1/2 при P = 1/2. Таким обра-
зом, мы видим, что формула «Ян завтра в полдень будет дома или Ян
завтра в полдень не будет дома» не является истинной, что противоре-
чит исходным посылкам введения третьего истинностного значения.

Поскольку добавление третьего истинностного значения было до-
статочно формальным и не привело к ожидаемой семантической ин-
терпретации, то Я. Лукасевич, естественно, перешел к многозначным
логикам, которые являются обобщениями его трехзначной. Обозначив
третье истинностное значение как 1/2 и руководствуясь интуицией ли-
нейного времени, Лукасевич стал принимать в качестве и других зна-
чений дробные величины. В отличие от Васильева, у которого истин-
ностные значения качественно различны и линейно не упорядочены.
Таким образом, в n-значной логике Лукасевича множество истинност-
ных значений принадлежит единичному отрезку — 0, 1/(n-1), 2/(n-1),
. . . (n-2)/(n-1), 1.

Волюнтаризм в построении истинностных таблиц в трехзначной
логике Лукасевича может приводить к появлению других логических
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систем, в которых берутся другие возможные варианты определения
логических связок. Это, например, трехзначная интуиционистская ло-
гика А. Гейтинга [22], логика Поста [27] и др. Но получены были эти
логики из своих исходных посылок и имеют свои семантические интер-
претации.

Совершенно особняком стоит трехзначная логика Д.А. Бочвара
B3 [1], во многом перекликающаяся с идеями Н.А. Васильева. Бочвар
предложил эту логику для анализа логических и семантических пара-
доксов. Он интерпретировал третье истинностное значение как «бес-
смысленное» и, как и Васильев, не предполагал его промежуточности
между истиной и ложью. Так же, как и Н.А. Васильев, Д.А. Бочвар
рассматривает в логике два уровня — внешний, металогический, уро-
вень метаязыка, на котором выполняются законы классической логики,
и внутренний, неклассический. В связках внешнего уровня бессмыслен-
ное истинностное значение отождествляется с 0 (false), а на внутреннем
уровне отрицание берется как у Лукасевича (но в терминах Бочвара —
отрицание бессмысленного снова бессмысленно), и таблицы истинности
для остальных связок тоже являются следствием интерпретации тре-
тьего истинностного значения как бессмысленного — хотя бы одного
бессмысленного аргумента оказывается достаточно для бессмысленно-
сти всего выражения. Несмотря на то что Д.А. Бочвар не предполагал
линейной упорядоченности множества истинностных значений, обычно
его логику рассматривают с линейной шкалой и многозначные обобще-
ния его логики предполагают именно линейную шкалу [8].

Пытаясь преодолеть семантические противоречия своей логики,
Лукасевич создал ее модальные варианты, один из которых имеет нели-
нейную шкалу истинностных значений.

В 1930 г. Лукасевич предложил модальный вариант трехзначной
логики [24], в котором поставил задачу дать такое определение опера-
тора возможности, что все модальные предложения логики Аристотеля
имели бы в ней интерпретацию. Такое определение оператора возмож-
ности МР имеет вид: МР = ∼ P → P , что означает «возможно, что
Р» или «если не-Р, то Р». Оператор необходимости LP, следовательно,
имеет вид: LP = ∼M∼P . Очень интересен также оператор случайности
или неопределенности QP : QP = MP ∧ M∼P , который выделяет третье
истинностное значение: Q1/2 = 1; Q1 = Q0 = 0. Смысл этого операто-
ра в том, что описывая будущие случайные события как возможные,
с истинностным значением 1/2, мы получаем истинность высказывания
«возможно, что Ян завтра в полдень будет дома и, возможно, что Ян
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завтра в полдень не будет дома», что не получалось без использования
операторов модальности. Использование оператора случайности также
позволяет получить закон исключенного 4-го Васильева: P ∨ ∼ P ∨
QP и закон паранепротиворечия в форме: ∼ (P ∧ ∼ P ∧ ∼ QP).
Это закон исключенного 4-го для силлогистики Аристотеля, который
Н.А. Васильев получил из анализа частных суждений, а не закон его
воображаемой логики, где третий вид суждений является качественно
отличным от утвердительного и отрицательного и составляет вместе с
ними образующие дистрибутивной решетки (§§ 3.2, 3.3).

Тем не менее, при интерпретации логики Лукасевича, как претен-
дующей на описание индетерминизма будущих случайных событий, воз-
никают серьезные затруднения. Проблема в том, что определения Лу-
касевича 1/2 =∼ 1/2, 1/2 = 1/2 ∧ 1/2, 1/2 = 1/2 ∨ 1/2 противоречат нашей
интуиции, которая оценивает истинность таких выражений независи-
мо от того, относится высказывание к будущему или нет, и поэтому
с помощью таких определений не удается дать адекватную интерпре-
тацию [26]. Впоследствии Я. Лукасевич, не удовлетворенный несоот-
ветствием своей логики исходным посылкам, предложил 4-значную L-
модальную логику [11], в которой увеличивает число модальных опера-
торов. Эта логика уже имеет простейшую нелинейную решетку в ка-
честве шкалы истинностных значений, наподобие логики Васильева.
Множество истинностных значений получается прямым произведением
множества истинностных значений классической логики на себя (рис.
3). Получается дистрибутивная решетка четырех истинностных значе-
ний, где ее образующие «u» и «d» — два значения, соответствующих
«возможности».
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Рис. 3

Логические связки определяются как решеточные операции. Эта
логика хоть и многозначная, но классическая, поэтому в ней выполня-
ются законы исключенного третьего и непротиворечивости. Но посколь-
ку теперь есть два варианта обозначения возможности, то Лукасевич
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определяет два оператора возможности и по два оператора необходимо-
сти и случайности. Однако были обнаружены совершенно интуитивно
неприемлемые формулы, которые опровергают интерпретацию введен-
ных модальных операторов как «возможность» и «необходимость» [7].

А.Р. Андерсон и Н.Д. Белнап [19] предложили рассматривать толь-
ко такие формулы, в которые импликация входит только один раз и
разделяет формулу на антецедент и консеквент, и получили эту же ре-
шетку. Все связки у них также решеточные, за исключением отрицания,
которое имеет вид: ∼ u = u, ∼ d = d, а для 0 и 1 как обычно. Суще-
ствуют различные расширения логики Белнапа, в том числе и с другой
импликацией [8].

5. Нечеткая логика
Все рассмотренные раньше формальные логические многозначные си-
стемы естественно выражаются на языке нечеткой логики. Но нечеткая
логика имеет обобщение, которое еще не было представлено. Нечет-
кая логика основана на теории нечетких множеств и позволяет давать
неточные истинностные оценки. Она предназначена для анализа си-
стем, в которых имеют место человеческие рассуждения и неопреде-
ленные понятия. Эта теория началась со статьи Л. Задэ в 1965 г. [29]
и с тех пор бурно развивается. В этой теории следует различать два
уровня нечеткости. Первый связан с понятием степени принадлежности
µA(x) элемента x множеству A. Степень принадлежности выражается
характеристической функцией со значениями в некоторой решетке М :

µA(x) =


1, наибольшая степень принадлежности, x ∈ A

ν, промежуточные степени принадлежности,
ν ∈M,x ∈ν A

0, наименьшая степень принадлежности, x /∈ A

Соответственно нечеткое подмножество — это подмножество эле-
ментов А, которые имеют одну степень принадлежности. Такие шкалы
используют для оценки истинности выражений типа «небольшой», «не
очень большой» и т.п. В логике Н.А. Васильева, 4-значной логике Я. Лу-
касевича и в логике Белнапа шкалы истинностных значений являются
дистрибутивными решетками и степени принадлежности соответству-
ют степеням истинности. Но обычно в качестве шкалы М принимают
отрезок [0,1]. Если М = 0,1, то нечеткие подмножества становятся обыч-
ными, четкими.
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На решетке М обычным образом определяются решеточные опера-
ции, которые являются интерпретациями логических операций. В этом
случае такая нечеткая логика становится обычной многозначной логи-
кой в духе Васильева (§ 3.3). Но если шкала линейна, т.е. М = [0,1], то
отрицание определяется как в большинстве линейных шкал: ∼ ν = 1−ν.
Тем не менее, такая нечеткая логика не является логикой Лукасевича,
поскольку в ней не определяется импликация Лукасевича.

Второй уровень нечеткости, который и представляет дальнейшее
обобщение шкалы истинностных значений, связан с тем, что оценкой ис-
тинности может быть не только элемент множества М, но и его, опять-
таки нечеткое, подмножество. Это так называемая нечеткозначная ло-
гика [28]. В ней к нечетким относится само понятие степени истинности.
Так, например, если высказывание «Х является высоким человеком»
имеет степень истинности 0,25 в нечеткой, т.е. многозначной логике, то в
нечеткозначной само это значений 0,25 принадлежит нечеткому множе-
ству «относительно невысоких людей». Это легко проиллюстрировать
в категорных терминах аналогично § 3.3:

X
��

!

��

// µ // A
Tµ // Ω

f

��
1 T // Ω

Рис. 4

На этом рисунке характеристическая функция Тµ подобъекта µ в
общем случае является не элементом объекта истинностных значений
Ω, а его подобъектом, и становится элементом только в случае, когда
характеристическая функция композиции подобъекта µ и его характе-
ристической функции тождественна: f = id.

Нечеткозначная логика является основой приближенных рассуж-
дений, в которых используются неопределимые точно или количествен-
но понятия. Для работы в такой ситуации недостаточно просто много-
значных логик потому, что кроме неточной оценки истинности терма
нужно еще так же неточно оценивать истинность вывода. Таким об-
разом, в нечеткозначной логике являются неточными и значения ис-
тинности, и правила вывода. Однозначного определения таких правил
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вывода пока нет. Но это не все трудности — для нечетких подмножеств
с нечеткой характеристической функцией иначе надо определять реше-
точные операции. Возможно, что категорная интерпретация нечеткой
логики поможет прояснить эту ситуацию.

6. Заключение

Мы рассмотрели в этой работе историю понятия многозначности в ло-
гике. Мы видели, что уже в Древней Индии логическая многозначность
возникла, по сути, как множественность форм отрицания. Позднее, уже
в ХХ веке, Н.А. Васильев на основе возможной вариативности понима-
ния логики Аристотеля приходит к идее многозначности в результате
глубокого осмысления понятия отрицания. И мы видели, что частный
случай его логики почти дословно совпадает с одной из форм логики
Древней Индии.

Я. Лукасевич проблемой отрицания не занимался, он строил свою
систему символической логики исходя из других мотивов. Но все логики
с такой же, как у Лукасевича, шкалой истинностных значений различа-
ются, в первую очередь, по своему определению отрицания. И логики с
нелинейными шкалами тоже классифицируются по этому признаку —
отрицание может быть решеточным, как в интуиционистской логике,
или в приведенной модели логики Васильева, или в L-модальной логи-
ке Лукасевича, или искусственным, как в логике Белнапа.

Таким образом, первый вывод состоит в том, что различные вари-
анты многозначности в логике порождаются, в основном, трактовкой
операции отрицания независимо от исходных мотивов их создателей.
Но важны также и интерпретации самих истинностных значений и опе-
раций — семантика формальных систем.

И здесь мы приходим ко второму выводу — использование для
решения семантических проблем внутри теории внешних средств не
приводит к желаемому результату. Каждая система имеет ту содержа-
тельную семантику, которая порождается ее внутренней структурой, и
привлечение иных структур порождает и иную семантику.

Действительно, успех Н.А. Васильева был обусловлен тем, что он
работал внутри силлогистики Аристотеля, использовал ее внутренние
средства и провел анализ ее проблем, развивая, по сути, представле-
ния Аристотеля. Напротив, Я. Лукасевич, обозначив проблему в логи-
ке Аристотеля, формальным образом привлек для ее решения внешние
средства символической логики без глубокого содержательного анализа
внутри самой этой системы, его определения отрицания и импликации
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произвольны и семантически не обоснованы. Не удивительно, что полу-
ченная система, которая оказалась очень интересной, тем не менее, не
имеет отношения к той проблеме, решить которую она была призвана.

В отличие от Лукасевича, Д.А. Бочвару удалось построить фор-
мальную систему на основе единой согласованной интерпретации тре-
тьего истинностного значения во всех связках (любая операция с бес-
смысленностью снова бессмысленна) и его система имеет содержатель-
ное обоснование, как и логика Васильева.

Вообще, категорная интерпретация логики Н.А. Васильева оказа-
ла существенную помощь в понимании его идей. Удалось придать есте-
ственный смысл его индифферентному высказыванию путем определе-
ния отрицания «в некотором смысле», прояснить соответствие понима-
ния Васильевым различных типов суждений образующим дистрибутив-
ной решетки и его представления об отрицании решеточному отрица-
нию. Выяснилось, что закон паранепротиворечия по Васильеву можно
интерпретировать как конъюнкцию утверждения и его отрицания «в
некотором смысле» и что выполняется он в определенных топосах с
небулевой решеткой истинностных значений, что несколько корректи-
рует выводы Н.А. Васильева о качественно различных типах суждений
(образующих решетки) в воображаемой логике — по крайней мере неко-
торые из них должны иметь пересекающиеся денотаты для того, чтобы
логика была неклассической.
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1. Introduction
A history of the logic FDE dates back to N.D. Belnap’s abstract [5] and
A.R. Anderson and N.D. Belnap’s paper [1]. They investigate a system of
first degree (tautological) entailment which inferences avoid paradoxes of
classical entailment and contain connectives ¬, ∧, and ∨. An implication is
occured in a formula only once: as the main connective. In other words, all
first degree formulas are of the form A→ B, where A and B do not contain
→. Since the definitions of → and |= are equivalent, → is replaced by |= in
many papers on this subject (including this one). Moreover, Anderson and
Belnap proved that FDE is a first degree fragment of relevant logic E, i.e.
A → B (where A and B don’t contain →) is provable in E iff A → B is a
first degree (tautological) entailment.

There are various semantics for FDE, but in this paper only two of
them will be need: N.D. Belnap’s semantics [3, 4] and J.M. Dunn’s one [8].
They will be discussed in the next section.

The first formalisation of FDE was introduced in [1]. Since then,
various studies of proof systems for FDE have been carried out. For this

c⃝ Petrukhin Y.I.
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paper G. Priest’s monography [15] is of particular importance: natural
deduction system built in it is actively used here. It should be noted that
there are also investigations devoted to extensions of FDE. (Some of them
are considered in the section 6.)

This paper is a kind of continuation and generalization of these studies:
it is an attempt to explore natural deductions systems axiomatizing all
possible truth-table expansions of FDE1. Solving this problem, I use the
technique of correspondence analysis, first applied by B. Kooi and A.
Tamminga [13] for three-valued logic K2

3 (LP) [16] and its extensions2.
In [20] A. Tamminga explains the idea of correspondence analysis

applied to LP as follows:

“<...> characterize every possible single entry in the truth table of a
unary or a binary truth-functional operator by a basic inference scheme.
As a consequence, each unary and each binary truth-functional operator is
characterized by a set of basic inference schemes. Kooi and Tamminga show
that if we add the inference schemes that characterize an operator to a natural
deduction system for LP, we immediately obtain a natural deduction system
that is sound and complete with respect to the logic that contains, next to
LP’s negation, disjunction, and conjunction, the additional operator” [20,
p. 256].

Thus, this paper continues B. Kooi and A. Tamminga’s proof-theoretic
studies of three-valued logics, spreading them on the field of four-valued
logics and thereby offering universal instrument of axiomatization of all
possible truth-table extensions of FDE+.

2. Semantics

N.D. Belnap’s semantics [3, 4]. Consider a matrix M4 = ⟨{1, b, n, 0},
¬,∧,∨, {1, b}⟩ of the logic FDE, a matrix M+

4 = ⟨{1, b, n, 0}, ¬,∼,∧,∨,
{1, b⟩} of the logic FDE+, and a matrix M#

4 = ⟨{1, b, n, 0}, ¬,∼,∧,∨,
⋆1, ... , ⋆n, ◦1, ... , ◦m, {1, b⟩} of the logic FDE#.

1Note that for some technical reasons before constructing such systems FDE
(alphabet of which language contains ¬ (De Morgan negation), ∧ (conjunction) and
∨ (disjunction)) should be expanded by Boolean negation ∼. Let us denote this logic
through FDE+.

2In A. Tamminga’s paper [20] the similar result is obtained for K3 [12, 11] and its
extensions.
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A ¬ ∼
1 0 0
b b n
n n b
0 1 1

∧ 1 b n 0
1 1 b n 0
b b b 0 0
n n 0 n 0
0 0 0 0 0

∨ 1 b n 0
1 1 1 1 1
b 1 b 1 b
n 1 1 n n
0 1 b n 0

Unary operators ⋆1, ... , ⋆n and binary operators ◦1, ... , ◦m are arbitrary. In
the particular case they can be connectives of FDE+ or all possible four-
valued connectives. By these reason I do not give here truth tables for them.

The values are ordered as follows: 0 4 n, 0 4 b, n 4 1, b 4 1; n and b
are incomparable (see a picture below).
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It is natural to regard the value 1 as “true”, b as “true and false”,
n as “not true and not false” and 0 as “false”. Note that N.D. Belnap
himself defined the entailment through the relation 4. It was J.M. Font
[9] who first proved that it is possible to redefine the entailment relation
through designated values. The same result was independently obtained
by D.V. Zaitsev and Y.V. Shramko [22]. Moreover, Y. Shramko and
H. Wansing [18] proved that it is possible to define entailment through
set {0, b} of antidesignated values.
J.M. Dunn’s semantics [8]. Truth values here are subsets of a set of
classical truth values {t, f}, that is {t}, {t, f}, ∅ and {f} which are analogues
of values 1, b, n and 0 from Belnap’s semantics. The conditions of truth and
falsity for formulas are as follows (v is a valuation):

t ∈ v(¬A) ⇔ f ∈ v(A);
f ∈ v(¬A) ⇔ t ∈ v(A);
t ∈ v(∼A) ⇔ t ̸∈ v(A);
f ∈ v(∼A) ⇔ f ̸∈ v(A);

t ∈ v(A ∧B) ⇔ t ∈ v(A) ∧̇ t ∈ v(B);
f ∈ v(A ∧B) ⇔ f ∈ v(A) ∨̇ f ∈ v(B);
t ∈ v(A ∨B) ⇔ t ∈ v(A) ∨̇ t ∈ v(B);
f ∈ v(A ∨B) ⇔ f ∈ v(A) ∧̇ f ∈ v(B).
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In terms of J.M. Dunn’s semantics the relation of entailment in logics
FDE, FDE+ and FDE# is defined as follows:

Γ |= A ⇔ ∀̇v( ∀̇B
B∈Γ

t ∈ v(B) ⇒ t ∈ v(A)).

3. Inference schemes for arbitrary connectives

Remark 1 (About designations). Let us denote through L# a language
of FDE#, through Prop a set of all propositional variables of the language
L#, through Form# a set of all L#-formulas (formulas in the language
L#); through f⋆ a truth table for ⋆ and through f◦ a truth table for ◦.
Let x, y, z ∈ {1, b, n, 0}, then let us denote through f⋆(x) = y such entry
(line) of a truth table f⋆ that ∀̇A∀̇v(v(A) = x ⇒ v(⋆A) = y); and through
f◦(x, y) = z such entry of a truth table f◦ that ∀̇A∀̇v((v(A) = x ∧̇ v(B) =
y) ⇒ v(A ◦B) = z).

So, in this section propositions 1 and 2 are formulated. The first one
states that for every entry of the form f⋆(x) = y a characteristic inference
scheme corresponds. The second one states that for every entry of the form
f◦(x, y) = z a characteristic inference scheme corresponds. It is clear that
every operator ⋆ has 4 entries and it is characterised by 4 inference schemes;
and every operator ◦ has 16 entries and it is characterised by 16 inference
schemes. In the section 5 it is proved that by adding all inference schemes
which characterise operators ⋆1, ... ,⋆n, ◦1, ... ,◦m as rules of inference to
FDE+ we get not only sound, but complete natural deduction system for
FDE# (i.e. for FDE+ extended by ⋆1, ... ,⋆n, ◦1, ... ,◦m).

Proposition 1. For every L#-formula A:

f⋆(0) =


0 ⇔ ∼A, ¬A |= ∼⋆A ∧ ¬ ⋆ A
n ⇔ ∼A, ¬A |= ∼⋆A ∧ ∼¬ ⋆ A
b ⇔ ∼A, ¬A |= ⋆A ∧ ¬ ⋆ A
1 ⇔ ∼A, ¬A |= ⋆A ∧ ∼¬ ⋆ A

f⋆(n) =


0 ⇔ ∼A, ∼¬A |= ∼⋆A ∧ ¬ ⋆ A
n ⇔ ∼A, ∼¬A |= ∼⋆A ∧ ∼¬ ⋆ A
b ⇔ ∼A, ∼¬A |= ⋆A ∧ ¬ ⋆ A
1 ⇔ ∼A, ∼¬A |= ⋆A ∧ ∼¬ ⋆ A

f⋆(b) =


0 ⇔ A, ¬A |= ∼⋆A ∧ ¬ ⋆ A
n ⇔ A, ¬A |= ∼⋆A ∧ ∼¬ ⋆ A
b ⇔ A, ¬A |= ⋆A ∧ ¬ ⋆ A
1 ⇔ A, ¬A |= ⋆A ∧ ∼¬ ⋆ A
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f⋆(1) =


0 ⇔ A, ∼¬A |= ∼⋆A ∧ ¬ ⋆ A
n ⇔ A, ∼¬A |= ∼⋆A ∧ ∼¬ ⋆ A
b ⇔ A, ∼¬A |= ⋆A ∧ ¬ ⋆ A
1 ⇔ A, ∼¬A |= ⋆A ∧ ∼¬ ⋆ A

Proof. Suppose f⋆(0) = 1. Let us show that ∀̇A: ∼A, ¬A |= ⋆A ∧ ∼¬⋆A.
According to the remark 1, f⋆(0) = 1 means that f⋆ has an entry such that
∀̇A∀̇v(v(A) = 0 ⇒ v(⋆A) = 1). In the terms of J.M. Dunn’s semantics the
last statement is interpreted as (α) ∀̇A∀̇v((t ̸∈ v(A) ∧̇ f ∈ v(A)) ⇒ (t ∈
v(⋆A) ∧̇ f ̸∈ v(⋆A))). Now suppose (β) t ∈ v(∼A) and t ∈ v(¬A). Therefore,
(γ) t ̸∈ v(A) and f ∈ v(A). From (α) and (γ) obtain that (δ) t ∈ v(⋆A) ∧̇
f ̸∈ v(⋆A)). Hence, (ε) t ∈ v(⋆A ∧ ∼¬ ⋆ A). From (β) and (ε) obtain (ζ)
∀̇A∀̇v((t ∈ v(∼A) ∧̇ t ∈ v(¬A)) ⇒ t ∈ v(⋆A ∧ ∼¬⋆A)). Therefore, (η) ∀̇A:
∼A, ¬A |= ⋆A ∧ ∼¬ ⋆ A.

Suppose (θ) ∀̇A: ∼A, ¬A |= ⋆A ∧ ∼¬ ⋆ A, let us prove that f⋆(0) =
1. From (θ) obtain (ι) ∀̇A∀̇v((t ∈ v(∼ A) ∧̇ t ∈ v(¬A)) ⇒ t ∈ v(⋆A ∧
∼¬ ⋆ A)). From (ι) follows (κ) ∀̇A∀̇v((t ̸∈ v(A) ∧̇ f ∈ v(A)) ⇒ (t ∈ v(⋆A)
∧̇ f ̸∈ v(⋆A))), which is equivalent to (λ) ∀̇A∀̇v(v(A) = 0 ⇒ v(⋆A) = 1).
According to the remark 1, f⋆(0) = 1 is an abbreviation for (λ).

The other cases are proved similarly. 2

Now let us formulate the analogues proposition for binary operators.

Proposition 2. For every L#-formulas A and B:

f◦(0, 0) =


0 ⇔ ∼A, ¬A, ∼B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ ∼A, ¬A, ∼B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ ∼A, ¬A, ∼B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ ∼A, ¬A, ∼B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(0, n) =


0 ⇔ ∼A, ¬A, ∼B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ ∼A, ¬A, ∼B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ ∼A, ¬A, ∼B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ ∼A, ¬A, ∼B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(0, b) =


0 ⇔ ∼A, ¬A, B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ ∼A, ¬A, B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ ∼A, ¬A, B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ ∼A, ¬A, B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(0, 1) =


0 ⇔ ∼A, ¬A, B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ ∼A, ¬A, B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ ∼A, ¬A, B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ ∼A, ¬A, B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
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f◦(n, 0) =


0 ⇔ ∼A, ∼¬A, ∼B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ ∼A, ∼¬A, ∼B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ ∼A, ∼¬A, ∼B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ ∼A, ∼¬A, ∼B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(n, n) =


0 ⇔ ∼A, ∼¬A, ∼B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ ∼A, ∼¬A, ∼B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ ∼A, ∼¬A, ∼B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ ∼A, ∼¬A, ∼B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(n, b) =


0 ⇔ ∼A, ∼¬A, B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ ∼A, ∼¬A, B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ ∼A, ∼¬A, B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ ∼A, ∼¬A, B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(n, 1) =


0 ⇔ ∼A, ∼¬A, B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ ∼A, ∼¬A, B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ ∼A, ∼¬A, B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ ∼A, ∼¬A, B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(b, 0) =


0 ⇔ A, ¬A, ∼B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ A, ¬A, ∼B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ A, ¬A, ∼B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ A, ¬A, ∼B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(b, n) =


0 ⇔ A, ¬A, ∼B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ A, ¬A, ∼B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ A, ¬A, ∼B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ A, ¬A, ∼B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(b, b) =


0 ⇔ A, ¬A, B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ A, ¬A, B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ A, ¬A, B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ A, ¬A, B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(b, 1) =


0 ⇔ A, ¬A, B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ A, ¬A, B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ A, ¬A, B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ A, ¬A, B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(1, 0) =


0 ⇔ A, ∼¬A, ∼B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ A, ∼¬A, ∼B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ A, ∼¬A, ∼B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ A, ∼¬A, ∼B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
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f◦(1, n) =


0 ⇔ A, ∼¬A, ∼B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ A, ∼¬A, ∼B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ A, ∼¬A, ∼B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ A, ∼¬A, ∼B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(1, b) =


0 ⇔ A, ∼¬A, B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ A, ∼¬A, B, ¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ A, ∼¬A, B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ A, ∼¬A, B, ¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

f◦(1, 1) =


0 ⇔ A, ∼¬A, B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
n ⇔ A, ∼¬A, B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)
b ⇔ A, ∼¬A, B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B)
1 ⇔ A, ∼¬A, B, ∼¬B |= (A ◦B) ∧ ∼¬(A ◦B)

Proof. Suppose f◦(b, n) = 0. Let us show that ∀̇A∀̇B: A, ¬A, ∼B, ∼¬B
|= ∼(A◦B) ∧ ¬(A◦B). According to the remark 1, f◦(b, n) = 0 means that
f◦ has an entry such that ∀̇A∀̇B∀̇v((v(A) = b ∧̇ v(B) = n) ⇒ v(A◦B) = 0).
In the terms of J.M. Dunn’s semantics the last statement is understood as
(α) ∀̇A∀̇B∀̇v((t ∈ v(A) ∧̇ f ∈ v(A) ∧̇ t ̸∈ v(B) ∧̇ f ̸∈ v(B)) ⇒ (t ̸∈ v(A ◦B)
∧̇ f ∈ v(A ◦ B))). Now suppose (β) t ∈ v(A), t ∈ v(¬A), t ∈ v(∼B) and
t ∈ v(∼¬B). Therefore, (γ) t ∈ v(A) ∧̇ f ∈ v(A) ∧̇ t ̸∈ v(B) ∧̇ f ̸∈ v(B).
From (α) and (γ) obtain that (δ) t ̸∈ v(A ◦ B) ∧̇ f ∈ v(A ◦ B). Hence, (ε)
t ∈ v(∼ (A ◦ B) ∧ ¬(A ◦ B)). From (β) and (ε) obtain (ζ) ∀̇A∀̇v((t ∈ v(A)
∧̇ t ∈ v(¬A) ∧̇ t ∈ v(∼B) ∧̇ t ∈ v(∼¬B))⇒ t ∈ v(∼ (A ◦B) ∧ ¬(A ◦B))).
Therefore, (η) ∀̇A∀̇B: A, ¬A, ∼B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B).

Suppose (θ) ∀̇A∀̇B: A, ¬A, ∼B, ∼¬B |= ∼(A ◦B) ∧ ¬(A ◦B), let us
prove that f◦(b, n) = 0. From (θ) obtain (ι) ∀̇A∀̇v((t ∈ v(A) ∧̇ t ∈ v(¬A)
∧̇ t ∈ v(∼B) ∧̇ t ∈ v(∼ ¬B))⇒ t ∈ v(∼ (A ◦ B) ∧ ¬(A ◦ B))). From (ι)
follows (κ) ∀̇A∀̇B∀̇v((t ∈ v(A) ∧̇ f ∈ v(A) ∧̇ t ̸∈ v(B) ∧̇ f ̸∈ v(B)) ⇒ (t ̸∈
v(A ◦B) ∧̇ f ∈ v(A ◦B))), which is equivalent to (λ) ∀̇A∀̇B∀̇v((v(A) = b ∧̇
v(B) = n) ⇒ v(A ◦ B) = 0). According to the remark 1, f◦(b, n) = 0 is an
abbreviation for (λ).

The other cases are proved similarly. 2

4. Natural deduction system
A natural deduction system for FDE is as follows3:

(¬¬I) A

¬¬A
(¬¬E)

¬¬A
A

(∨I1)
A

A ∨B
(∨I2)

B

A ∨B
3This system was first introduced by G. Priest [15].
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(∨E)
[A]+1 [B]+2

A ∨B, C, C

C

(∧I) A, B

A ∧B

(∧E1)
A ∧B
A

(∧E2)
A ∧B
B

(¬ ∨ I) ¬A ∧ ¬B
¬(A ∨B)

(¬ ∨ E)
¬(A ∨B)

¬A ∧ ¬B
(¬ ∧ I) ¬A ∨ ¬B

¬(A ∧B)
(¬ ∧ E)

¬(A ∧B)

¬A ∨ ¬B

Rules for Boolean negation are as follows:

(EFQ)
A, ∼A
B

(EM)
A∨ ∼A

(∼¬E)
∼¬A
¬ ∼A

(¬ ∼E)
¬ ∼A
∼¬A

A rule of inference of the form R⋆(x, y)
A1, ... , An

B
corresponds to

an entry f⋆(x) = y of a truth table f⋆ and a rule of the form R◦(x, y, z)
A1, ... , Am

B
corresponds to an entry f◦(x, y) = z of a truth table f◦. Each

connective ⋆ needs 4 rules of the form R⋆(x, y) and each connective ◦ needs
16 rules of the form R◦(x, y, z). These rules are inference schemes introduced
in the section 3. Here is an example. According to the proposition 1, the
rule R⋆(0, 0) corresponds to the entry f⋆(0) = 0 of the truth table f⋆:

R⋆(0, 0)
∼A, ¬A

∼⋆A ∧ ¬ ⋆ A
.

5. Completeness theorem
It is not difficult to prove the following theorem 1.

Theorem 1 (Soundness). For every set of L#-formulas Γ and for every
L#-formula A: Γ ⊢ A⇒ Γ |= A.

While proving completeness theorem prime theories are used as
syntactic analogues of valuations.

Definition 1. For every set of L#-formulas Γ and for every L#-formulas
A and B Γ is a prime theory, if the following conditions are true:

(Γ1) Γ ̸= Form# (non-triviality);

(Γ2) Γ ⊢ A⇔ A ∈ Γ (closure of ⊢);

(Γ3) A ∨B ∈ Γ ⇒ (A ∈ Γ ∨̇ B ∈ Γ) (primeness).
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Elementhoods of L#-formulas in prime theories are used as syntactic
analogues of truth values.

Definition 2. For every prime theory Γ and for every L#-formula A let
us call e(A, Γ) an elementhood of A in Γ and define it as follows:

e(A,Γ) =


1 ⇔ A ∈ Γ, ¬A ̸∈ Γ;
b ⇔ A ∈ Γ, ¬A ∈ Γ;
n ⇔ A ̸∈ Γ, ¬A ̸∈ Γ;
0 ⇔ A ̸∈ Γ, ¬A ∈ Γ.

The following lemma 1 shows us that the definition 2 is consistent with
the truth tables for the propositional connectives.

Lemma 1. For every prime theory Γ and for every L#-formulas A and B:

(1) f¬(e(A,Γ)) = e(¬A,Γ);

(2) f∼(e(A,Γ)) = e(∼A,Γ);

(3) f∨(e(A,Γ), e(B,Γ)) = e(A ∨B,Γ);

(4) f∧(e(A,Γ), e(B,Γ)) = e(A ∧B,Γ);

(5) f⋆(e(A,Γ)) = e(⋆A,Γ);

(6) f◦(e(A,Γ), e(B,Γ)) = e(A ◦B,Γ).

Proof.

(1) (A) e(A,Γ) = 0. Then A ̸∈ Γ, ¬A ∈ Γ. Suppose ¬¬A ∈ Γ. According
to (¬¬E), A ∈ Γ. Contradiction. Hence, ¬¬A ̸∈ Γ. Therefore,
e(¬A,Γ) = 1 = f¬(0) = f¬(e(A,Γ)).

(B) e(A,Γ) = n. Then A ̸∈ Γ, ¬A ̸∈ Γ. Similar to (A).

(C) e(A,Γ) = b. Then A ∈ Γ, ¬A ∈ Γ. According to (¬¬I), ¬¬A ∈ Γ.
Therefore, e(¬A,Γ) = n = f¬(n) = f¬(e(A,Γ)).

(D) e(A,Γ) = 1. Then A ∈ Γ, ¬A ̸∈ Γ. Similar to (C).

(2) (A) e(A,Γ) = 0. A ̸∈ Γ, ¬A ∈ Γ. According to (EM) and (Γ3),
A ∈ Γ ∨̇ ∼A ∈ Γ. Since A ̸∈ Γ, ∼A ∈ Γ. Let ¬ ∼A ∈ Γ. By the
rule (¬ ∼E) ∼¬A ∈ Γ, by the rule (EFQ) B ∈ Γ. Contradiction.
¬ ∼A ̸∈ Γ. Hence, e(∼A,Γ) = 1 = f∼(0) = f∼(e(A,Γ)).
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(B) e(A,Γ) = n. A ̸∈ Γ, ¬A ̸∈ Γ. According to (EM) and (Γ3),
¬A ∈ Γ ∨̇ ∼¬A ∈ Γ. Since ¬A ̸∈ Γ, ∼¬A ∈ Γ. By the rule (∼¬E)
¬ ∼A ∈ Γ. According to (EM) and (Γ3), A ∈ Γ ∨̇ ∼A ∈ Γ. Since
A ̸∈ Γ, ∼A ∈ Γ. Hence, e(∼A,Γ) = b = f∼(n) = f∼(e(A,Γ)).

(C) e(A,Γ) = b. A ∈ Γ, ¬A ∈ Γ. Let ∼A ∈ Γ. Then by the rule
(EFQ) B ∈ Γ, that is Γ = Form#, that contradicts to (Γ1).
∼A ̸∈ Γ. Let ¬ ∼A ∈ Γ. By the rule (¬ ∼E) ∼¬A ∈ Γ,
by the rule (EFQ) B ∈ Γ. Contradiction. ¬ ∼A ̸∈ Γ. Hence,
e(∼A,Γ) = n = f∼(b) = f∼(e(A,Γ)).

(D) e(A,Γ) = 1. A ∈ Γ, ¬A ̸∈ Γ. Let ∼A ∈ Γ. Then by the rule
(EFQ) B ∈ Γ, that is Γ = Form#, that contradicts to (Γ1).
∼A ̸∈ Γ. According to (EM) and (Γ3), ¬A ∈ Γ ∨̇ ∼¬A ∈ Γ.
Since ¬A ̸∈ Γ, ∼¬A ∈ Γ. By the rule (∼¬E) ¬ ∼A ∈ Γ. Hence,
e(∼A,Γ) = 0 = f∼(1) = f∼(e(A,Γ)).

(3) (A) e(A,Γ) = 0, e(B,Γ) = 0. A ̸∈ Γ, ¬A ∈ Γ, B ̸∈ Γ, ¬B ∈ Γ.
Suppose A ∨ B ∈ Γ. According to (Γ3), A ∈ Γ ∨̇ B ∈
Γ. Contradiction. Then A ∨ B ̸∈ Γ. According to (∧I) and
(¬ ∨ I), ¬(A ∨ B) ∈ Γ. Hence, e(A ∨ B,Γ) = 0 = f∨(0, 0) =
f∨(e(A,Γ), e(B,Γ)).

(B) e(A,Γ) = n, e(B,Γ) = b. A ̸∈ Γ, ¬A ̸∈ Γ, B ∈ Γ, ¬B ∈ Γ.
By the rule (∨I2), A ∨ B ∈ Γ. Suppose ¬(A ∨ B) ∈ Γ, then
by the rule (¬ ∨ E), ¬A ∧ ¬B ∈ Γ, but by the rule (∧E1),
¬A ∈ Γ. Contradiction. Hence, ¬(A ∨ B) ̸∈ Γ. Consequently,
e(A ∨B,Γ) = 1 = f∨(n, b) = f∨(e(A,Γ), e(B,Γ)).

The other cases are proved similarly.

(4) (A) e(A,Γ) = 0, e(B,Γ) = n. A ̸∈ Γ, ¬A ∈ Γ, B ̸∈ Γ, ¬B ̸∈ Γ.
Suppose A ∧B ∈ Γ. Then by the rules (∧E1) and (∧E2), A ∈ Γ
and B ∈ Γ. Contradiction. A ∧ B ̸∈ Γ. By the rules (∨I1) and
(¬ ∧ I), ¬(A ∧ B) ∈ Γ. Hence, e(A ∧ B,Γ) = 0 = f∧(0, n) =
f∧(e(A,Γ), e(B,Γ)).

(B) e(A,Γ) = 1, e(B,Γ) = 1. A ∈ Γ, ¬A ̸∈ Γ, B ∈ Γ, ¬B ̸∈ Γ. By
the rule (∧I), A ∧ B ∈ Γ. Suppose ¬(A ∧ B) ∈ Γ. By the rule
(¬ ∧ E), ¬A ∨ ¬B ∈ Γ, but then, according to (Γ3), ¬A ∈ Γ
∨̇ ¬B ∈ Γ. Contradiction. Hence, ¬(A ∧ B) ̸∈ Γ. Consequently,
e(A ∧B,Γ) = 1 = f∧(1, 1) = f∧(e(A,Γ), e(B,Γ)).

The other cases are proved similarly.
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(5) (A) Let e(A,Γ) = 0. Then A ̸∈ Γ, ¬A ∈ Γ.

(α) Suppose e(⋆A,Γ) = 0. Then f⋆(0) = 0 and R⋆(0, 0) is a rule
for ⋆ in FDE#. According to (EM) and (Γ3), A ∈ Γ ∨̇
∼A ∈ Γ. Since A ̸∈ Γ, ∼A ∈ Γ. Then by the rules R⋆(0, 0),
(∧E1) and (∧E2) ∼⋆A ∈ Γ and ¬⋆A ∈ Γ. Let ⋆A ∈ Γ. Then
by the rule (EFQ) B ∈ Γ, that contradicts to (Γ1). ⋆A ̸∈ Γ.
Hence, e(⋆A,Γ) = 0 = f⋆(0) = f⋆(e(A,Γ)).

(β) Suppose e(⋆A,Γ) = n. Then f⋆(0) = n and R⋆(0, n) is a
rule for ⋆ in FDE#. Using (EM) and (Γ3), obtain that
∼A ∈ Γ. By the rules R⋆(0, n), (∧E1) and (∧E2) ∼⋆A ∈ Γ
and ∼ ¬ ⋆ A ∈ Γ. Using (EFQ), obtain that ⋆A ̸∈ Γ and
¬ ⋆ A ̸∈ Γ. Hence, e(⋆A,Γ) = n = f⋆(0) = f⋆(e(A,Γ)).

(γ) Suppose e(⋆A,Γ) = b. Then f⋆(0) = b and R⋆(0, b) is a
rule for ⋆ in FDE#. Clearly, that ∼ A ∈ Γ. By the rules
R⋆(0, b), (∧E1) and (∧E2) ⋆A ∈ Γ and ¬ ⋆ A ∈ Γ. Hence,
e(⋆A,Γ) = b = f⋆(0) = f⋆(e(A,Γ)).

(δ) Suppose e(⋆A,Γ) = 1. Then f⋆(0) = 1 and R⋆(0, 1) is a rule
for ⋆ in FDE#. Clearly, that ∼A ∈ Γ. By the rules R⋆(0, 1),
(∧E1) and (∧E2) ⋆A ∈ Γ and ∼¬⋆A ∈ Γ. By the rule (EFQ)
B ∈ Γ, ¬⋆A ̸∈ Γ. Hence, e(⋆A,Γ) = 1 = f⋆(0) = f⋆(e(A,Γ)).

The other cases are proved similarly.

(6) Analogues to (5).

2

Lemma 2. For every prime theory Γ and for every valuation vΓ such that
∀̇p

p∈Prop
(vΓ(p) = e(p,Γ)): ∀̇A

A∈Form#
(vΓ(A) = e(A,Γ)).

Proof. By structural induction on L#-formula A using the lemma 1. 2

Lemma 3 (Lindenbaum). For every set of L#-formulas Γ, for every L#-
formula A: if Γ ̸⊢ A, then ∃̇Γ∗: Γ∗ ⊆ Form# and (1) Γ ⊆ Γ∗, (2) Γ∗ ̸⊢ A
and (3) Γ∗ is a prime theory.

Proof. Let B1, B2, ... be an enumeration of all L#-formulas. Now define
a sequence of sets of L#-formulas Γ1,Γ2, ... . Let Γ1 = Γ and Γn somehow
defined. Then let Γn+1 = Γn

∪
{Bn+1}, if Γn

∪
{Bn+1} ̸⊢ A; and Γn+1 = Γn

otherwise. Let Γ∗ is the union of all Γi.



Correspondence Analysis for First Degree Entailment 119

(1) Follows from the definition of Γ∗.

(2) I will use the straightforward induction on i. Since Γ1 = Γ, Γ1 ̸⊢ A.
By the inductive assumption, Γi ̸⊢ A. If Γi+1 = Γi, then Γi+1 ̸⊢
A. If Γi+1 ̸= Γi, then Γi+1 = Γi

∪
{Bi+1}. Suppose Γi

∪
{Bi+1} ⊢

A. But then (by the definition of the sequence of Γ1,Γ2, ...) Γi+1 =
Γi. Contradiction. Hence, Γi

∪
{Bi+1} ̸⊢ A. Thus, if Γi+1 ̸= Γi, then

Γi+1 ̸⊢ A. Clearly, that if for all Γi true, that Γi ̸⊢ A, then Γ∗ ̸⊢ A.

(3) Let us prove that: (A) Γ∗ ̸= Form# (non-triviality); (B) Γ∗ ⊢ B ⇔
B ∈ Γ∗ (closure of ⊢); (C) B ∨ C ∈ Γ∗ ⇒ (B ∈ Γ∗ ∨̇ C ∈ Γ∗)
(primeness).

(A) Since Γ∗ ̸⊢ A, obviously, that Γ∗ ̸= Form#.
(B) (⇒). Suppose Γ∗ ⊢ B. Then ∃̇i: B = Bi and ∃̇Γi: Γi ⊢ Bi.

Suppose Bi ̸∈ Γi. Hence, Γi−1
∪
{Bi} ⊢ A. But then Γ∗ ⊢ A,

because Γi−1 ⊆ Γ∗ and Γ∗ ⊢ B. Nonetheless, it was proved in (2)
that Γ∗ ̸⊢ A. Then Bi ∈ Γi. Thus, Γ∗ ⊢ B ⇒ B ∈ Γ∗.
(⇐). Suppose B ∈ Γ∗, Γ∗ ̸⊢ B. Then ∃̇i: B = Bi and ∃̇Γi−1:
Γi−1

∪
{Bi} ⊢ A. Since Γi−1 ⊆ Γ∗, Γ∗∪{Bi} ⊢ A. From here

and the fact, that Γ∗ ̸⊢ A, obtain, that Bi ̸∈ Γ∗, that is B ̸∈ Γ∗.
Contradiction. Hence, Γ∗ ⊢ A. Thus, B ∈ Γ∗ ⇒ Γ∗ ⊢ A.

(C) Suppose B∨C ∈ Γ∗, but B ̸∈ Γ∗, C ̸∈ Γ∗. Since B∨C ∈ Γ∗, Γ∗ ⊢
B∨C (see (B)). On the other hand, ∃̇i: B = Bi and ∃̇j: C = Bj ;
Γi−1

∪
{Bi} ⊢ A and Γj−1

∪
{Bj} ⊢ A. Moreover, Γi−1 ⊆ Γ∗ and

Γj−1 ⊆ Γ∗. Then Γ∗∪{Bi} ⊢ A and Γ∗∪{Bj} ⊢ A. From here
and the fact, that Γ∗ ⊢ Bi ∨ Bj , by the rule (∨E) obtain, that
Γ∗ ⊢ A, but according to (2), Γ∗ ̸⊢ A. Hence, B ∨ C ∈ Γ∗ ⇒
(B ∈ Γ∗ ∨̇ C ∈ Γ∗).

2

Theorem 2 (Completeness). For every set of L#-formulas Γ and for
every L#-formula A: Γ |= A⇒ Γ ⊢ A.

Proof. By contraposition. Let Γ ̸⊢ A. Then, by lemma 3, ∃̇Γ∗(Γ ⊆ Γ∗,
Γ∗ ̸⊢ A and Γ∗ is a prime theory). According to lemma 2, there is a valuation
vΓ∗ such, that ∀̇B

B∈Γ
vΓ∗(B) ∈ {1, b} ∧̇ vΓ∗(A) ̸∈ {1, b}. But then Γ ̸|= A. 2

Theorem 3 (Adequacy). For every set of L#-formulas Γ and for every
L#-formula A: Γ |= A⇔ Γ ⊢ A.

Proof. The theorem follows from the theorems 1 and 2. 2
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6. Natural deduction for implicative extensions of FDE
6.1. History and semantics
Using the technique of correspondence analysis, it is possible to axiomatize
extensions of FDE, for example, implicative: BN4, Par, FDEA, FDEB,
FDEC, and FDED. Connective 7→ is implication of the logic BN4, →e is
implication of the logic Par, →a is implication of the logic FDEA, →b is
implication of the logic FDEB, →c is implication of the logic FDEC, and
→d is implication of the logic FDED.

7→ 1 b n 0
1 1 0 n 0
b 1 b n 0
n 1 n 1 n
0 1 1 1 1

→e 1 b n 0
1 1 b n 0
b 1 b n 0
n 1 1 1 1
0 1 1 1 1

→a 1 b n 0
1 1 b n 0
b 1 1 n n
n 1 1 1 1
0 1 1 1 1

→b 1 b n 0
1 1 b n 0
b 1 1 n n
n 1 b 1 b
0 1 1 1 1

→c 1 b n 0
1 1 b n 0
b 1 b n 0
n 1 b 1 b
0 1 1 1 1

→d 1 b n 0
1 1 b n 0
b 1 b n 0
n 1 b 1 b
0 1 b 1 b

A ¬e ¬a ¬c ¬d

1 0 0 0 0
b 0 n 0 0
1 1 b b b
0 1 1 1 b

The logic BN4 first appeared in R.T. Brady’s paper [6], where several
semantics for it and a Hilbert-style calculus are introduced. There is another
reference of this logic (independent of [6]) in J.K. Slaney’s paper [19].

The logic Par was first formulated by V.M. Popov [14] in the form
of sequent and Hilbert-style calculuses. A similar Hilbert-style system
independently appeared in A. Avron’s paper [2] under the name HBe. Avron
also introduced four-valued semantics for →e [2]. Moreover, functional
equivalence of →e and 7→ was proven in [2]. Furthermore, the truth table
for →e is mentioned in A.P. Pynko’s paper [17] in relation to [14], but
independent of [2]. In addition, it is easy to see that A→e B ≡def ¬eA∨B4.

4M. De and H. Omori [7] investigated four-valued classical negations ¬e, ¬a, ¬c and
¬d (in the notation of [7] ¬e, ¬1, ¬2 and ¬5) in line with the study of the relationship
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Using negations ¬a, ¬c and ¬d, it’s possible to define implications of
logics FDEA, FDEC5 and FDED: A→a B ≡def ¬aA∨B; A→c B ≡def

¬cA ∨B; A→d B ≡def ¬dA ∨B.
A semantics of the logic FDEB is first explored in D.V. Zaitsev’s

doctoral dissertation [21]. Notice that A→b B ≡def ∼A ∨B.
It is noteworthy that in the paper [7] by M. De and H. Omori a logic

BD+ with connectives ¬, ∼, ∨, ∧ and →b is analyzed.
It is easy to see that for all i (i ∈ {a, b, c, d, e}) A, A →i B |= B,

|= A→i (B →i A), |= (A→i (B →i C)) →i ((A→i B) →i (A→i C)), and
|= ((A →i B) →i A) →i A. Thus, implications →a, →b, →c, →d and →e

are classical.

6.2. Rules of inference
Using the proposition 2 and the theorem 3, it is not difficult to find necessary
rules of inference for →i (i ∈ {a, b, c, d, e}). Nonetheless, it makes sense to
reduce the number of the rules. As a result, natural deduction systems will
become more convenient for work in them. It is possible to prove that the
rules for 7→ can be reformulated as follows6:

( 7→ I1)
¬A, B
A 7→ B

( 7→ I2)
¬A

A ∨ (A 7→ B)
( 7→ I3)

A ∨ ¬B ∨ (A 7→ B)

( 7→ I4)
B

¬B ∨ (A 7→ B)
(MP )

A, A 7→ B

B
(MT )

A 7→ B, ¬B
¬A

(¬ 7→ I)
A, ¬B

¬(A 7→ B)
(¬ 7→ E)

¬(A 7→ B)

A ∧ ¬B

Logics Par, FDEA, FDEB, FDEC and FDED contain the following
rules in common:

(→ I1)
B

A→ B
(→ I2)

A ∨ (A→ B)
(MP )

A, A→ B

B

The axiomatization of Par contains also the following rules:

of classical negation and properties of paraconsistency and paracompleteness of logical
systems.

5Logics FDEA and FDEC have two relatives: BD1 with the connectives ¬, ¬a, →a,
∨ and ∧; and BD2 with the connectives ¬, ¬c, →c, ∨ and ∧ [7].

6There are two ways of proving this statement: (1) by proving the deductive
equivalence of modified rules and rules based on the proposition 2; or (2) by completeness
proof for implications just as it was done for the other connectives in the section 5.



122 Y.I. Petrukhin

(¬ →e I)
A, ¬B

¬(A→e B)
(¬ →e E)

¬(A→e B)

A ∧ ¬B

The axiomatization of FDEA contains also the following rules:

(¬ →a I)
A, ¬B

¬A ∨ ¬(A→a B)
(¬ →a E1)

¬(A→a B)

A ∧ ¬B

(¬ →a E2)
¬(A→a B), ¬A

C

The axiomatization of FDEB contains also the following rules:

(¬ →b I)
¬B

¬A ∨ ¬(A→b B)
(¬ →b E1)

¬(A→b B)

¬B

(¬ →b E2)
¬(A→b B), ¬A

C

The axiomatization of FDEC contains also the following rules:

(¬ →c I1)
A, ¬B

¬(A→c B)
(¬ →c I2)

¬B
¬A ∨ ¬(A→c B)

(¬ →c E1)
¬(A→c B)

¬B
(¬ →c E2)

¬(A→c B), ¬A
A

The axiomatization of FDED contains also the following rules:

(¬ →d I1)
A, ¬B

¬(A→d B)
(¬ →d I2)

¬B
¬A ∨ ¬(A→d B)

(¬ →d I3)
¬A, ¬B

A ∨ ¬(A→d B)
(¬ →d E)

¬(A→d B)

¬B

7. Conclusion
In summary, the result obtained in this paper allows to get immediately
adequate natural deduction systems for all possible truth-table expansions
of FDE+. Consequently, a problem for future research arises: to formulate
propositions 1 and 2 without the use of Boolean negation, in other words,
to apply the technique of correspondence analysis to FDE directly, without
recourse to FDE+. In future prospect one more direction of research opens:
to apply the technique of correspondence analysis to other four-valued logics
or even to arbitrary k-valued logics with l designated values, where k > 3
and l ∈ {1, ..., k − 1}.
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In the paper we consider the classical logicism program restricted to first-order logic.
The main result of this paper is the proof of the theorem, which contains the necessary
and sufficient conditions for a mathematical theory to be reducible to logic. Those and
only those theories, which don’t impose restrictions on the size of their models, can be
reduced to pure logic.

Among such theories we can mention the elementary theory of groups, the theory of
combinators (combinatory logic), the elementary theory of topoi and many others.

It is interesting to note that the initial formulation of the problem of reduction of
mathematics to logic is principally insoluble. As we know all theorems of logic are true in
the models with any number of elements. At the same time, many mathematical theories
impose restrictions on size of their models. For example, all models of arithmetic have
an infinite number of elements. If arithmetic was reducible to logic, it would had finite
models, including an one-element model. But this is impossible in view of the axiom
0 ̸= x′.

Keywords: definition, definability, predicate calculus, theory, logicism

1. Logicism
As we know the main idea of logicism was that mathematics was an
extension of logic and was reducible to logic by appropriate definitions.

One of the explications of logicism might look like if you are given a
theory T with the set of postulates Ax. It is required to find such a set
of logical definitions DF of mathematical notions of the theory T that for
every formula B ∈ LT holds:

Ax ⊢ B ⇔ DF ⊢ B.

c⃝ Shalack V.I.



126 V.I. Shalack

As we know the attempt to implement the program of classical logicism
has failed. It needs the higher-order logic, and far from intuitively obvious
axioms: reducibility, multiplicativity (choice) and infinity, which can hardly
be called logical. This was a major rebuke to the logicism.

It is interesting to find an answer to the more specific question:

To what limits classical logicism program can be implemented in the
first-order predicate logic?

2. Defining new predicate symbols
We assume that the language of first-order predicate calculus is defined
in the standard way as the set of terms and formulas over the signature
Σ, which consists of nonlogical relational and functional symbols. We
write L(Σ) for the first-order language over signature Σ. Models are pairs
M = ⟨D, I⟩, where D is a non-empty set of individuals, and I is an
interpretation of the function and predicate symbols in the domain D.
The relations “formula A is true in the model M for value assignment to
individual variables g” and “formula A is true in the model M” are defined
as usual and are written as M, g � A and M � A.

A first-order theory in the language L(Σ) is a set of logical axioms
and non-logical postulates closed by derivability. Predicate calculus is the
first-order theory with the empty set of non-logical postulates. We consider
equality axioms as non-logical postulates.

We can extend the language of a theory by definitions of new predicate
symbols, which have the following form:

∀x1 . . . xn(P (x1, . . . , xn) ≡ A).

The definition must satisfy the conditions:

1. P /∈ Σ.

2. A ∈ L(Σ).

3. The variables x1, . . . , xn are pairwise distinct.

4. The set of free variables of A is included in {x1, . . . , xn}.

The newly defined predicate symbol P must be added to the signature
Σ. As the result, there is a transition from the language L(Σ) to the language
L(Σ ∪ {P}).
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In the language of the first order predicate calculus, we can define the
universal n-ary predicate Un by the following definition:

(DU) ∀x1 . . . xn(Unx1, . . . , xn ≡ Px1 ∨ ¬Px1).

The definition allows us to prove DU ⊢ ∀x1 . . . xnUx1, . . . , xn.
This example is interesting because in the right part of the definition

we use an arbitrary predicate symbol of the signature of the first order
predicate calculus, but with the help of it, we define the specific predicate
symbol with the specific properties.

As another example, we can give a definition of a symmetric relation.
Let B be an arbitrary predicate symbol of the signature. We accept the
following definition:

(DS1) ∀xy(S1xy ≡ ∀uv(Buv ⊃ Bvu) ⊃ Bxy)

Let us show that DS1 ⊢ ∀xy(S1xy ⊃ S1yx).

1. S1xy - hyp
2. ∀uv(Buv ⊃ Bvu) ⊃ Bxy - from 1, DS1 by replacement
3. ∀uv(Buv ⊃ Bvu) - hyp
4. Bxy - from 2, 3 by m.p.
5. Bxy ⊃ Byx - from 3 by ∀el
6. Byx - from 4, 5 by m.p.
7. ∀uv(Buv ⊃ Bvu) ⊃ Byx - from 3-6 by ⊃in

8. S1yx - from 7, DS1 by replacement
9. S1xy ⊃ S1yx - from 1-8 by ⊃in

There is another way to define a symmetric relation:

(DS2) S2xy ≡ ∀uv(Buv ⊃ Bvu)&Bxy.

Let us show that DS2 ⊢ ∀xy(S2xy ⊃ S2yx).

1. S2xy - hyp
2. ∀uv(Buv ⊃ Bvu)&Bxy - from 1, DS2 by replacement
3. ∀uv(Buv ⊃ Bvu) - from 2 by &el

4. Bxy - from 2 by &el

5. Bxy ⊃ Byx - from 3 by ∀el
6. Byx - from 4, 5 by m.p.
7. ∀uv(Buv ⊃ Bvu)&Byx - from 3, 6 by &in

8. S2yx - from 7, DS2 by replacement
9. S2xy ⊃ S2yx - from 1-8 by ⊃in
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These examples motivate us to find the general criterion of definability
of the specific predicates with the help of predicate logic.

Definition 1. The first-order theory T in a language L(Σ) with finite set
of non-logical axioms Ax is definitionally embeddable into predicate calculus
if and only if there are a signature Σ′ and a set of definitions DT of symbols
Σ \ Σ′ by formulas of L(Σ′) which met the following condition:

If B ∈ L(Σ), then Ax ⊢ B ⇔ DT ⊢ B.

This definition is some variant of the notion of definitional
embeddability of theories, which was proposed by V.A. Smirnov in [2], [3,
p. 65].

3. Auxiliary lemmas
To formulate the main theorem, we need to define function π, which
translates formulas of first-order theories into formulas of the propositional
logic. This function simply “erases” all terms and quantifiers in formulas.

Definition 2.

1. π(P (t1, . . . , tn)) = P .

2. π(¬A) = ¬π(A).

3. π(A▽B) = π(A) ▽ π(B), where ▽ ∈ {&,∨,⊃,≡}.

4. π(ΣxA) = π(A), where Σ ∈ {∀, ∃}.

Lemma 1. Let v be some truth-value assignment to propositional variables
that is in the standard way extended to all formulas of propositional logic,
then the next statements are true:

(A) If for each atomic subformula Pi(⃗t) of formula A holds ∀̇g[M, g �
Pi(⃗t) ⇔ v(π(Pi)) = True], then it holds ∀̇g[M, g � A ⇔ v(π(A)) =
True].

(B) If for each atomic subformula Pi(⃗t) of formula A holds ∀̇g[M, g �
Pi(⃗t) ⇔ v(π(Pi)) = True], then it holds [M � A⇔ v(π(A)) = True].
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Proof.

(A) We prove the statement by structural induction. The basis of
induction is the condition of the lemma ∀̇g[M, g � Pi(⃗t) ⇔ v(π(Pi)) =
True]. So we have to prove the induction step.

Case 1. A = ¬B

1. M, g � ¬B - hyp
2. ∀̇h[M,h � B ⇔ v(π(B)) = True] - inductive hyp
3. M, g 2 B - from 1 by definition
4. M, g � B ⇔ v(π(B)) = True - from 2
5. v(π(B)) = False - from 3, 4 and definition v
6. v(¬π(B)) = True - from 5 by definition v
7. v(π(¬B)) = True - from 6 by definition π

1. v(π(¬B)) = True - hyp
2. ∀̇h[M,h � B ⇔ v(π(B)) = True] - inductive hyp
3. v(¬π(B)) = True - from 1 by definition π
4. v(π(B)) = False - from 3 by definition v
5. M, g � B ⇔ v(π(B)) = True - from 2
6. M, g 2 B - from 4, 5
7. M, g � ¬B - from 6 by definition

Case 2. A = B&C

1. M, g � B&C - hyp
2. ∀̇h[M,h � B ⇔ v(π(B)) = True] - inductive hyp
3. ∀̇h[M,h � C ⇔ v(π(C)) = True] - inductive hyp
4. M, g � B - from 1 by definition
5. M, g � C - from 1 by definition
6. M, g � B ⇔ v(π(B)) = True - from 2
7. M, g � C ⇔ v(π(C)) = True - from 3
8. v(π(B)) = True - from 4, 6
9. v(π(C)) = True - from 5, 7
10. v(π(B)&π(C)) = True - from 8, 9 by definition v
11. v(π(B&C)) = True - from 10 by definition π

1. v(π(B&C)) = True - hyp
2. ∀̇h[M,h � B ⇔ v(π(B)) = True] - inductive hyp
3. ∀̇h[M,h � C ⇔ v(π(C)) = True] - inductive hyp
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4. v(π(B)&π(C)) = True - from 1 by definition π
5. v(π(B)) = True - from 4 by definition v
6. v(π(C)) = True - from 4 by definition v
7. M, g � B ⇔ v(π(B)) = True - from 2
8. M, g � C ⇔ v(π(C)) = True - from 3
9. M, g � B - from 5, 7
10. M, g � C - from 6, 8
11. M, g � B&C - from 9, 10 by definition

Case 3. A = ∀xB

1. M, g � ∀xB - hyp
2. ∀̇h[M,h � B ⇔ v(π(B)) = True] - inductive hyp
3. M, g′ � B - from 1 for arbitrary g′ ≈x g
4. M, g′ � B ⇔ v(π(B)) = True - from 2
5. v(π(B)) = True - from 3, 4
6. v(π(∀xB)) = True - from 5 by definition π

1. v(π(∀xB)) = True - hyp
2. ∀̇h[M,h � B ⇔ v(π(B)) = True] - inductive hyp
3. v(π(B)) = True - from 1 by definition π
4. M, g 2 ∀xB - hyp
5. M, g′ 2 B - from 4 for some g′ ≈x g
6. M, g′ � B ⇔ v(π(B)) = True - from 2
7. M, g′ � B - from 3, 6
8. противоречие - 5, 7
9. M, g � ∀xB - from 4, 8

Since all logical connectives and the existential quantifier are definable
through {¬,&, ∀} , the part (A) of the lemma is proved.

(B) The metalanguage statement ∀̇g[M, g � A ⇔ v(π(A)) = True]
implies the statement [∀̇g(M, g � A) ⇔ v(π(A)) = True], but ∀̇g(M, g � A),
it means the same as M � A. So part (B) of the lemma follows trivially
from the part (A).

2

If Ax is the set of formulas then π(Ax) will denote the set of formulas
{π(A)|A ∈ Ax}.

Lemma 2. If T is a theory with a set of axioms Ax then the set of formulas
π(Ax) is consistent if and only if for every set D there exists such a function
of interpretation I, that M = ⟨D, I⟩ and for each A ∈ Ax holds M � A.



On First-order Theories Which Can Be Represented by Definitions 131

Proof.

(⇒) Suppose, π(Ax) is consistent. It follows that there is the truth-
value assignment v to propositional variables, at which all the formulas
π(Ax) are true.

Suppose that D is a non-empty set of individuals. We define the
function of interpretation I of nonlogical language symbols in the set D.
Let us choose an element e of the set D.

(1) If c — individual constant then I(c) = e.

(2) If f is n-ary function symbol then I(f) : D × . . .n ×D → {e}.

(3) For any n-ary predicate symbol Pi, if v(π(Pi)) = True then I(Pi) =
D × . . .n ×D, else I(Pi) = ∅.

Let us show that in the model M = ⟨D, I⟩ holds M � Ax.
According to the constructed model, ∀̇g[M, g � Pi(t) ⇔ v(π(Pi))].

From the Lemma 1 we obtain M � A ⇔ v(π(A)). Because for all A ∈ Ax
holds v(π(A)) = True, so we have M � A.

(⇐) The proof is trivial, since the consistency of π(Ax) follows from
the existence of a one-element model M = ⟨{a} , I⟩. 2

4. The main theorem
The following theorem is a stronger form of the theorem proved in [1].

Theorem 1. Let T be a first-order theory in a language L(Σ) with a finite
set of closed non-logical postulates Ax = {A1, . . . , Ak}.

(A) T is definitionally embeddable into the first-order predicate calculus
if and only if the set of formulas {π(A1), . . . , π(Ak)} is logically
consistent.

(B) T is definitionally embeddable into the first-order predicate calculus if
and only if it does not impose any restrictions on the power of models.

Proof.
(A) (⇐) We must prove that if the set of formulas {π(A1), . . . , π(Ak)}

is logically consistent then the theory T is definitionally embeddable into
the first order predicate calculus.
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Let {P1, . . . , Pm} be the set of all predicate symbols of signature Σ,
which occur in nonlogical postulates {A1, . . . , Ak}.

The logical consistency of {π(A1), . . . , π(Ak)} means that there
exists at least one truth-value assignment v to propositional letters
π(P1), . . . , π(Pm) with property v(π(P1)) = True, . . . , v(π(Pm)) = True.
Let us fix some such assignment v.

Take the signature Σ′ which satisfes the two conditions:

• Σ \ Σ′ = {P1, . . . , Pm}.

• For each predicate symbol Pi ∈ {P1, . . . , Pm} there exists such a
predicate symbol Ri of the corresponding arity, that Ri ∈ Σ′.

We use Âx to denote the conjunction A1& . . .&Ak of all postulates
A1, . . . , Ak and Âx [R/P ] to denote the result of renaming all occurrences
of symbols P1, . . . , Pm into R1, . . . , Rm.

We associate the definition with each predicate symbol Pi ∈
{P1, . . . , Pm} by the following rule:

1) If v(π(Pi)) = True, then

∀x⃗(Pi(x⃗) ≡ Âx [R/P ] ⊃ Ri(x⃗))

2) If v(π(Pi)) = False, then

∀x⃗(Pi(x⃗) ≡ Âx [R/P ] &Ri(x⃗))

Let DT = {D1, . . . , Dm} be the set of all definitions.

(A.1) We must show that if B ∈ L(Σ) and Ax ⊢ B, then DT ⊢ B. By
the properties of the deducibility relation it suffices to show DT ⊢ Âx. By
the completeness theorem of the first-order predicate calculus it is equivalent
to DT � Âx.

Let M = ⟨D, I⟩ be a model in which all formulas of DT are true.
Since the formula Âx [R/P ] is closed we have either M � Âx [R/P ] or

M � ¬Âx [R/P ].

Case 1. M � Âx [R/P ]. For each Pi we have one of the following two
subcases:

Subcase 1.1. v(π(Pi)) = True

M, g � Pi(⃗t) ⇔
M, g � Âx [R/P ] ⊃ Ri(⃗t) ⇔
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M, g � Ri(⃗t)

Subcase 1.2. v(π(Pi)) = False

M, g � Pi(⃗t) ⇔
M, g � Âx [R/P ] &Ri(⃗t) ⇔
M, g � Ri(⃗t)

In each case Pi is interpreted as Ri and therefore M � Âx.

Case 2. M � ¬Âx [R/P ]. For each Pi we have one of the following two
subcases:

Subcase 2.1. v(π(Pi)) = True

M, g � Pi(⃗t) ⇔
M, g � Âx [R/P ] &Ri(⃗t) ⇔
M, g � Âx [R/P ] &Ri(⃗t) ∨ ¬Âx [R/P ] &(Ri(⃗t) ∨ ¬Ri(⃗t)) ⇔
M, g � ¬Âx [R/P ] &(Ri(⃗t) ∨ ¬Ri(⃗t)) ⇔
M, g � Ri(⃗t) ∨ ¬Ri(⃗t) ⇔
v(π(Pi))

Subcase 2.2. v(π(Pi)) = False

M, g � Pi(⃗t) ⇔
M, g � Âx [R/P ] &Ri(⃗t) ⇔
M, g � Âx [R/P ] &Ri(⃗t) ∨ ¬Âx [R/P ] &(Ri(⃗t)&¬Ri(⃗t)) ⇔
M, g � ¬Âx [R/P ] &(Ri(⃗t)&¬Ri(⃗t)) ⇔
M, g � Ri(⃗t)&¬Ri(⃗t) ⇔
v(π(Pi))

For all atomic formulas Pi(⃗t) and all assignments g to individual
variables we have M, g � Pi(⃗t) ⇔ v(π(Pi)). The value of the atomic
formula Pi(⃗t) doesn’t depend on the particular assignments of values to
individual variables. As a result, according to Lemma 1, we obtain M �
Âx⇔ v(π(Âx)). But according to the properties of the function v it holds
v(π(A1)) = True, . . . , v(π(Ak)) = True, and Âx is the conjunction of
A1, . . . , Ak. Hence v(π(Âx)) = True and M � Âx.

With the help of the completeness theorem of the first-order predicate
calculus, we obtain DT ⊢ Âx.

(A.2) We must show that if B ∈ L(Σ) and DT ⊢ B, then Ax ⊢ B. By
the completeness theorem of the first-order predicate calculus it is equivalent
to show that if DT � B, then Ax � B.
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Let us assume that B ∈ L(Σ) and DT � B but Ax 2 B. Then there
exists such a model M = ⟨D, I⟩ of the theory T that M � Âx and M 2 B.

We can extend the model M = ⟨D, I⟩ to the model M ′ = ⟨D, I ′⟩
in which all the formulas of DT will be true. It is sufficient to expand
the domain of the function I so that the new function of interpretation I ′

ascribed value I ′(Ri) = I(Pi) to a predicate symbol Ri, and for all other
functional and predicate symbols retained the same values as I.

Since M � Âx, then in the model M ′ = ⟨D, I ′⟩ by definition of I ′ we
will have M ′ � Âx [R/P ], and hence, M ′ � Pi(x⃗) ≡ Âx [R/P ] &Ri( ⃗(x))
for each Ri. It follows that all the formulas DT are true in the model
M ′. Therefore by our assumption DT � B it must be M ′ � B. However,
the formula B doesn’t contain symbols R1, . . . , Rm, while all the other
descriptive symbols are interpreted in the same way as in the model M ,
and by assumption it must be M ′, g 2 B. We have obtained a contradiction.
Therefore, the assumption that Ax � B does not hold is false.

(A) (⇒) We must prove that if a theory T is definitionally
embeddable into first-order predicate calculus, then the set of formulas
{π(A1), . . . , π(Ak)} is consistent.

Let us assume that Ax ⊢ B ⇔ DT ⊢ B.
Take an arbitrary one-element model M = ⟨{a} , I⟩ for signature Σ′.

For each predicate symbol Pi ∈ Σ \ Σ′, if it was introduced by definition
Pi(x1, . . . , xn) ≡ D, we expand the domain of the interpretation function I
as follows:

I ′(Pi) = {⟨g(x1), . . . , g(xn)⟩ : M, g � D}.

Note that since the domain of individuals consists of only one element,
the function assigning values to individual variables, too, is the only one,
and, consequently, predicate symbol Pi will be interpreted as either empty
set ∅, or singleton {⟨a, . . . . , a⟩}.

Performing this operation with all the new predicate symbols, we
obtain the model M ′ = ⟨{a} , I ′⟩, in which all the definitions of the set
DT will be true.

Since we assumed that Ax ⊢ B ⇔ DT ⊢ B, then every axiom
Ai ∈ {A1, . . . , Ak} is derivable from DT . With the help of the completeness
theorem of first-order predicate calculus, we obtain DT � Ai. It means that
there is at least one one-element model of the theory T , and hence, the set
{π(A1), . . . , π(Ak)} is logically consistent.

(B) The second part of the theorem follows from the part (A) and
Lemma 2. 2
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5. Conclusion
The main theorem of this article can be considered as a solution of the
classical logicism program for first-order theories. Those and only those
theories which don’t impose any restrictions on the power of their models
can be reduced to pure logic.

Among of such theories we can mention the elementary theory of
groups, the theory of combinators (combinatory logic), the elementary
theory of topoi and many others.
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1.
The first division of this article represents some reflections about the
essential connection of transcendental phenomenology with formal proof
theory. The main Edmund Husserl’s scientific interests were philosophical
questions of logic, mathematical problems and phenomenological
foundations of mathematics.

Let us consider notion of definite multitude (definiten
Mannigfaltigkeit). Multitude is an idea of form of infinite objective
region, which manifests itself in the unity of nomological science. Such
idea of a deductive science is equivalent to axiomatic definite system.
The general feature of formalistic system is completeness (vollstandiges)
because notion of multitude includes principal definable for all elements
of this multiplicity. In given point Husserl draws together with David
Hilbert’s logical constructions, directed on realization of the program of
the foundation of mathematics. Modern investigators discuss developments
in mathematics emphasizing finitist methods, for example, proof mining.
However “naturlich knupfen sich hieran hochst bedeutsame Probleme. . . wie
kann man wissen, wie beweisen, ein Axiomensystem ein definites ist,

c⃝ Sedov Y.G.
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ein ‘vollstandiges’?” [4, p. 84] [Of course this problem is bound up with
other important questions. . . how one can know and how to prove that an
axiomatic system is definable and “complete”] (See also [5]). In other words,
axiom of completeness paves the way for mathematical cognition in the same
direction with logician thought, connected by the notion of Definitheit. And
so first conclusion of this paper is dependence of husserlian phenomenology
on the formalistic conceptions. Phenomenological description of eidetic
variations is impossible to separate from formalistic constructions. The
combination of intentional and formal structures is the basic condition for
real possibility of sciences itself and philosophy as rigorous science.

On the other hand phenomenological analysis leaves definite traces
on understanding of formal proofs. It is evident that any logical or
mathematical proof differs from ordinary empirical notification. The logical
sense of proof intends to an obvious perceiving of consequences, when we
conclude from existence of a certain state of affair to other. Husserl insists
on correspondence of subjective acts of proving to objective conclusions
and proofs. In his works Husserl has not given enough attention for proof
theory and the systematical accounts of this topic are absent. But he is
clearly conscious of the need of formalistic proving treatment for program
of reconstruction of philosophy as rigorous science. Generally, without
application of formalistic procedures is impossible any science.

Proof theory as a part of formal logic may be considered in the
two-sidedness direction: in the subjective and objective main themes. In
FTL Husserl analyses mind’s work from the point of view of objective
achievements (geleisteten Ergebnisse) and of the same time from the point
of view of subjective activity (leistenden Tatigkeiten und Habitualitaten).
Objective logic includes all forms of judgments and hardened cognitive
structures which represent practical results. On the basis of these results
we may also build new structures, judgments or proofs. All these cognitive
products have not only transient being, but also have objective validity of
the sound value.

Unlike formal logic the transcendental logic investigates subjective
forms of theoretic mind. Here we must solve the problem of living activity (in
lebendigem Vollzug) of human mind. All proofs have origin in proving mind.
Theoretical constructions and proofs are categorical objects in categorical
experience which make sure the possibility of pure formalization. Proofs are
not reduced to mental acts of proving (Beweisen). Some investigators follow
the traces of eidetic method in mathematical intuition not only in material
mathematics like in geometry, but also in formal mathematics. Eidetic
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variation serves as the source of intuitivity in proofs. Thus phenomenology
provides us detailed description of what we are doing in proofs.

2.

And in fact, phenomenological influence on mathematics is considerably
wider and in general some philosophical reflection plays the certain role in
mathematical success. This conclusion belongs, as far as I know, to Kurt
Gödel who in his unpublished lecture reflecting on the modern development
of the foundations of mathematics, turns away from the formalism to the
phenomenological procedures. In the lecture he had intended to describe
the contemporary state of mathematics in terms of philosophical notions,
directing attention mostly at the foundational program of Hilbert which
represents mathematical theories by means of finitary reasoning. The
serious theoretical mistake of this program is the refusal from philosophical
reflection on the foundations of mathematics. It means that formalistic
conception excludes the epistemological analysis from mathematics.

Meanwhile, the attempt to introduce a new discipline,
metamathematics, as it turned out, was a manifestation of some inclination
to empirical reflection, viz. reflection on the combinatorial properties
of any concrete symbols. Furthermore the method of arithmetisation of
metamathematics is also the peculiar modification of empirical point of
view.

However Gödel says about the need to reflect on meanings of
mathematical concepts. “Obviously, this means that the certainty of
mathematics is to be secured not by. . . the manipulation of physical
symbols — but rather by cultivating (deepening) knowledge of the abstract
concepts” [2, p. 383]. The question is to search out the possibility of
extension of mathematical knowledge by a clarification of meanings which
consist in focusing on our own acts in the use of mathematical concepts. The
phenomenological technique should make in us a new state of consciousness.
In any case phenomenological position is sufficiently potent because it
takes into consideration both philosophical meditations and mathematical
results. Thus, phenomenological clarification of the meaning (or meanings)
of primitive concepts should not be exclude from mathematical region.

The formalistic idea is to reduce our mathematical knowledge
to concrete sign configurations and combinatorial operations on such
symbols, but it is only part of mathematical work and it does not
give us the exhaustive explanation of mathematical knowledge. Opposite,
Gödel’s incompleteness theorem in addition show that “in the transition
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from evidence to pure formalism something is lost. . . many mathematical
statements express noemata that are not captured in purely syntactical
terms” [10, p. 152]. According to Gödel a systematic method for clarification
of meaning in giving definitions was produced in the phenomenology
founded by Husserl. The phenomenological procedure pays our attention
to our own acts in the use of the abstract concepts, giving us the distinctive
foundation to mathematics by means of reflexive analysis of these mental
acts. Phenomenological reflection of the constitution of mathematical
objects on that ground must be realized in two directions: first one is the
theory of meaning and second one is the theory of objects. One of them
uses only categories of meaning — Bedeutungskategorien, and other puts
into practice formal objective categories — gegenstandliche Kategorien (FTL
§§ 27, 33, 34, 37, 42 etc).

3.

Then some mathematical theories involve the infinite structures. Despite of
intuitionist efforts to banish the infinite from mathematics or reduce such
considerations to a game of symbols, we cannot eliminate mathematical
concepts which base themselves upon the reality of the infinite.

In this connection appeared the appropriate question: how can the
infinite structures possibly be grasping by human mind? “What are actually
present in consciousness are finite structures. How can they give us access to
mathematical structures or forms that are in representative cases infinite?
Cannot Husserl’s own manifolds be infinite?” [3, p. 99]. The problem
does not seem to me so complicated after all, but very important for
mathematical progress. In this question the phenomenological description
accentuate on subjective (intentional) topics of a pure analytic. The basic
form ‘and so on’ or iterative infinity has the subjective correlate which is
represented as ‘may be added anew’. Such expression is none other than a
mathematical idealization; however it plays the sense putting role. Iterative
form buildings, for example a + 1, are not a game with empty thoughts, on
the contrary the similar constructions are fitted for cognition of things.

Mathematics is realm of infinite constructions, a kingdom of ideal
existences which are considered not only in finite sense, but also as the
constructive infinites (konstruktiven Unendlichkeiten). In this point Husserl
had run once more into problem of subjective constitution which must
be a new method of infinite constructions, “der Methode, in der das
‘und so weiter’ verschiedenen Sinnes und die Unendlichkeiten als neuartige
kategoriale Gebilde. . . evident warden” [4, p. 167] [The method which makes
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obvious senses of ‘and so on’ and infinities as novel categorical structures.].
In practice, mathematicians applying to objective forms of categories,
namely to diagrams, manifolds, quadratic forms etc., forget as a rule that
any categories proceed in the categorical acts of human mind by drawing
a line (an arrow), by putting in order and also in acts of combining and
calculation. The varieties of mental acts in mathematics make up the real
“dark” side of its ideal objects.

In some contemporary philosophical investigations authors try
to arouse interest for correlation phenomenology and mathematics,
whereas this question may be formulated otherwise: what mathematical
issues outline the phenomenological fields of knowledge, what kinds of
mathematical search are favors the development of phenomenology? Thus
the aim of next divisions is to attach importance of phenomenological
reflections in mathematical investigations, in particular for the higher
category theory, quadratic forms, number theory, integration of measures,
theory of scale [8, p. 392].

4.

Phenomenology is able to make simultaneously a careful close study of
classical and constructive mathematics in substantial correlation. The initial
problem as before very actual can be formulated in the next thesis:
reflective profound study of intentional origins of fundamental mathematical
concepts, such as objects, morphisms, manifolds, categories and so on is
the common aim both for philosophers and for mathematicians. It is a
matter of common concern. Mathematical constructions must be considered,
according to phenomenology, not as passive objects, but rather as categories
given in theoretical acts [kategoriale Erfahrung].

The task of justifying phenomenologically the symbolic character of
mathematics, in particular the universal language of higher category theory,
I will denominate as phenomenological foundations of mathematics —
PhFOM. Any solution in present case necessarily will demand carrying out
of a subjective-guided investigation.

When we admiringly prove mathematical theorems, we always
neglect origin and lineage of all these perfections. Fortunately, not every
mathematicians forget the primary source of their imaginary constructions,
I mean first and foremost Descartes, Leibniz, Bolzano, Frege, Poincare,
Hadamard, Bourbaki, Gödel and others. Mathematician, who makes up his
mind to grasp the foundations of mathematics, is a philosopher, because
he transcend limits of his science. The working mathematician is obliged
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to take into account the intellectual changeableness. The purpose of these
phenomenological investigation is to describe the objects of mathematics in
their correlation with intellectual activity of our mind. Phenomenological
descriptions are suited to the concepts and methods of geometry, topology,
algebra, but most of all to the modern theory of categories.

5.
For adaptation of category-theoretic ideas mathematicians introduce the
more suitable formalism of ∞-categories (J. Lurie) or quasi-categories
(A. Joyal). They establish a vocabulary which contains categorical
analogues of the concepts from ordinary category theory. A category C
consists of the following components:

(i) objects of C(X,Y, Z)

(ii) morphisms from X to Y (f : X → Y )

(iii) an identity morphism Hom C (X,X)

(iv) composition map for every triple of objects

(v) composition functors which are required to satisfy associative law.

This terminology may be applied to ∞-categories (topological or
simplicial categories). It makes sense to speak of finitely presented
∞-category. Such mathematical structures like ordinary categories can
be described by generators and relations. For example, higher category
generated by a single morphism g : Y → Y is a finitely presented.
But higher category theory gives raise the technical difficulties inherent
in working with too large objects. Considering presentable and accessible
∞-categories, Lurie introduce the notion of a “locally small” ∞-category,
which has small morphism spaces for any fixed pair of objects. “The theory
of accessible ∞-categories is a tool which allows us to manipulate large
∞-categories as if they were small without fear of encountering any set-
theoretic paradoxes” [6, p. 415]. He begins with the most intuitive approach
to the formalism of ∞-categories using topological categories up to a weak
homotopy equivalence of topological spaces.

Further, in contemporary mathematical investigations have arisen
discussions about the question: what advantages has categorical philosophy
of mathematics over set-theoretic foundations? One of the most advantages
of category theory is a good universal language with a sufficient level
of generality. This language is closer to the mathematical content and
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categorical structures are not lost in translation. Moreover, set-theoretic
foundations concern the binary relation of membership, while theory of
categories axiomatizes the ternary relation of composition and applies
quadruple diagrams. The difference is that Zermelo-Fraenkel axioms (ZFC)
take membership while Elementary Theory of the Category of Set (ETCS)
takes composition of functions. “So ETCS is closer to the working methods
of mainstream mathematics than ZFC is, and like those methods it
rests ontologically on form and structure rather than membership and
substance” [7, p. 151].

Some investigators try to bring phenomenology in correspondence
with category theory, for there are many points of contiguity between
categorical foundations and phenomenological descriptions. The goals
of category theory are not completely mathematical, but also they
outline epistemological perspectives providing ample opportunities to apply
phenomenological approach in mathematics.

6.

The phenomenological epistemology of mathematical experience in category
theory is permissible by following considerations. No object could be
conceivable without a sense horizon. Of course mathematical objects are
included in conscious horizon of mathematician. “En d’autres termes,
c’est dans la correlaton cogito-cogitatum que prend racine la pensée
mathematique. . . , la structure interne des categories reflete en partie
la dichotomie noeme/noese” [9, p. 416] [In other words, the question
is that cogito-cogitatum correlation had taken root in mathematical
reflection. . . , inner structure of categories has a partial effect on dichotomy
noema/noesis]. Any objectifying act consists of some particular intentions,
for example when I am proving a theorem or when I am trying to present
properties of mathematical constructions by means of arrows and diagrams.
Such act lasts during the certain period of time and all particular intentions
are combined in synthesis of this lengthy act.

But on the other hand, the modern category theory naturally leads to
renewal of phenomenology of mathematics. I hold that category theory favor
the development of phenomenology and it can to create a new approach
to classical phenomenological notions and distinctions. Category theory
has introduced in formal undertaking one decisive correction offering to
consider mathematical structures in movement as opposed to habitual
practice. Thus, one may establish a fact of theoretical transformation,
namely when categorist overstep the limits of structuralistic intuition.
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The question is not merely operate on static objects, quite the contrary,
mathematical structures become dynamical objects provided with arrows.
The chief phenomenological interest has moved like category theory from
formal components of knowledge to the dynamics of constitutive process.

7.
In the category theory mathematicians look for representation their abstract
entities appealing to our senses, in this case to visibility of movement.
However these remarks are essential not only to category theory, but also to
other mathematical fields of knowledge. John Conway raises quite rightful
question: can we see the “values” of quadratic forms? In his lectures devoted
to the sensual quadratic forms he presents a visual method to display the
values by changing viewpoint. As a result “theorems that once had to be
proved algebraically or arithmetically can now become so obvious that they
no longer require proof” [1, p. 25]. Further he considers concept of audibility
of a lattice: audible properties of a lattice are determined by θ-function. In
addition he recovers the structure of rational forms according to the primary
fragrances and gives us the opportunity to have a sensation of a taste of
number theory.

It has become apparent upon phenomenological analysis that it
is wrong when we remove subjective (or egological) structures from
mathematical investigations, for actually abstract mathematical notions,
for example, the space of geometric points is not indifferent to the agent of
demonstration. This analysis may be also represented in terms of genetic
method for some mathematical theories. And finally, necessity of subjective-
orientated investigations is conditioned by scientific tasks of measuring. As
a matter of fact measuring is not a mechanical applying standard measure
to outer appearances, but outstripping modeling of reality.
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1. Начало международного сотрудничества в области
логики

Первое международное сотрудничество в области логики началось с
дружественной Болгарией. В «Вопросах философии» отметили выход
в 1945 г. в Болгарии нового учебника логики [23].

12 июля 1945 г. президент Болгарской АН Д.Г. Михалчев на сов-
местном заседании Института философии АН СССР и философской
секции Всесоюзного общества культурных связей с заграницей высту-
пил с докладом «Традиционная логика в новом освещении» [8].

Вначале Михалчев дал обзор трактовок предмета логики, выделив
нормативистские и индуктивистские подходы к пониманию законов
мышления. Далее он выдвинул тезис, что согласно традиционной ло-
гике мы сознаем не сам предмет, а его действие на нас. Как возможно

1При поддержке РГНФ. Проект № 15-03-00244 «Институт философии РАН в
период сталинизма».

c⃝ Корсаков С.Н.
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воздействие на нас внешнего предмета? Впечатление, представление о
предмете вовсе не обязательно должны относиться к психологическим
явлениям. Толстой, который рисует муки роженицы, не переживает их.
Содержанием впечатления выступает не переживание предмета, а сам
предмет. Как и следовало ожидать, Михалчев подверг критике теорию
отражения, разумеется, не называя имен ни Ленина, ни Т.Д. Павлова,
который еще несколько лет назад работал на Волхонке, 14 и выпустил
здесь первое издание своей «Теории отражения». Михалчев считал, что
теория отражения не способна объяснить формирование психического
образа.

Сформулировав свои исходные гносеологические посылки, Михал-
чев перешел к подробному разбору трех известных форм и четырех
законов мышления в свете этих посылок. Он давал сначала традицион-
ную трактовку, затем подвергал ее критике и выдвигал собственную. В
частности, он заявил, что закон непротиворечивости относится только
к сфере выражения, но относить его к сфере мышления бессмысленно,
так как само мышление по сути своей не может быть противоречивым.
Логические законы относятся не к сфере мышления, а к сфере выра-
жения. Мы же, подчиняясь стереотипам, смешиваем логику с грам-
матикой. Нетрадиционная логика должна изучать само мышление, не
смешивая мышление и речь.

Михалчев подчеркивал мысль, что логика, логическое мышление
возникает и существует в деятельности, в действиях человека по от-
ношению к действительности. Единственное средство установить суще-
ствование действительности — это действие, в результате которого реа-
лизуется причинное отношение между вещами. Эти причинные отноше-
ния должны лежать в основе логического мышления. После выступили
советские коллеги. С.Л. Рубинштейн особо остановился на трактовке
Михалчевым связи мышления и языка, сказав, что искусственно раз-
граничить эти сферы невозможно. М.А. Дынник отметил, что как раз
марксистское понимание теории отражения подчеркивает активный ха-
рактер деятельности людей и роль ее в познании. М.П. Баскин сказал,
что нельзя отрывать сам предмет от его действия на нас, поскольку
действует на нас именно предмет.

Доклад академика Д.Г. Михалчева стал первым в Институте фило-
софии АН СССР крупным научным мероприятием по логике, имевшим
международный характер.
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2. Вопросы логики в советской периодике середины
1940-х годов

Как сказано, к 1944 г. вопрос об изучении и последующем преподава-
нии логики встал в практическую плоскость. Преподаватели филосо-
фии по всей стране с жадностью ожидали литературы для самостоя-
тельной работы и ведения занятий. Но кроме брошюр Строговича «на
правах рукописи» никаких учебников не было издано вообще. В собран-
ном виде учебник Строговича вышел в 1946 г. — тоже раньше учебни-
ков В.Ф. Асмуса, С.Н. Виноградова, Э.Я. Кольмана, К.С. Бакрадзе,
Н.И. Кондакова, Д.П. Горского, П.В. Таванца.

Период с 1944 по 1946 г. оказался самым «голодным» на ли-
тературу по логике: спрос максимальный, а наличие — тем более в
провинции — минимальное. Ситуация осложнялась тем, что в 1944 г.
в результате борьбы групп Митина и Александрова был закрыт
единственный философский журнал «Под знаменем марксизма». В
его последнем вышедшем номере за апрель–май 1944 г. была напе-
чатана глава «Логические законы мышления» из подготовлявшегося
В.Ф. Асмусом учебника логики [19].

Теперь философам ничего не оставалось, как использовать для
публикаций страницы пропагандистских журналов. С другой стороны,
сверху от Агитпропа ЦК шла установка на всемерную популяризацию
логики, разъяснение ее значения массам. Поэтому историк логики не
может пройти мимо самых разнообразных пропагандистских журналов
1944–1946 гг. Они дают представление о том, как для широкой аудито-
рии аргументировалась необходимость изучения логики.

В 1944 г. В.Ф. Асмус напечатал статью «Для чего нужно изучать
логику» в журнале Политуправления ВМФ «Агитатор». Статья пода-
валась как «ответ на вопрос лейтенанта С. Рыжева». Асмус писал о
том, что знание логики способствует успешности устного выступления.
Правила логического мышления — одни и те же для всех: требования
определенности, последовательности и доказательности. Автор статьи
призывал к постоянному самоконтролю за тем, чтобы речь каждого
была логически обоснована и оформлена [17].

В газетных статьях и популярных брошюрах пропагандировал зна-
чение логики П.С. Попов [54, 56, 57].

Много сделал для популяризации логики П.Е Вышинский. Он пе-
чатал статьи, пропагандирующие логику, в целом ряде журналов [30,
31], включая такой «установочный» журнал, как «Партийная жизнь».
Он призывал изучать логику для успешного ведения пропагандист-
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ской работы, отмечая при этом, что читателю учебников логики сле-
дует быть осторожным и учитывать, что всякий автор — представи-
тель того или иного направления в логике [29]. П.Е. Вышинский ста-
рался доступно объяснить далекому от логики читателю, как можно
применять те или иные логические приемы [33]. Весьма интересна его
научно-популярная статья в журнале «Октябрь», где он дал хорошо
написанный очерк истории логики, очень полезный для впервые зна-
комящегося с логикой человека. Знание логики необходимо каждому
культурному человеку, подчеркивал автор статьи [30].

Поскольку постановление правительства о преподавании логики
1946 г. вводило ее как обязательный предмет в средней школе [48], во-
просы логики оказались насущными для педагогических журналов и
газет. «Советская педагогика», например, неоднократно предоставляла
авторам, пишущим по логике, свои страницы [35]. «В порядке обсуж-
дения» выступил С.Н. Виноградов. Он со знанием дела рассказал об
истории преподавания логики в российских гимназиях до революции.
Чтобы вновь начать преподавать предмет, надо ясно осознавать его зна-
чение, писал Виноградов. Со ссылками на Гегеля и Ленина он обосновал
правомерность преподавания формальной логики в средней школе, от-
метил важность соблюдения правил логического мышления для любой
научной работы, остановился на воспитательном значении логики, ко-
торая учит обстоятельности и беспристрастности в суждениях [25]. В
дальнейшем на страницах «Советской педагогики» несколько лет ве-
лась дискуссия о логических проблемах обучения [64, 38, 50, 44, 82, 69].
Своеобразным завершением дискуссии стала статья А.А. Чудова [84].
Статья содержала советы педагогам как строить учебный курс логики:
суть дела не в запоминании правил, а в том, чтобы сформировать у
учащихся вполне грамотное мышление. Существенным и принципиаль-
ным для понимания места и значения логики в то время был следующий
вывод А.А. Чудова:

«Всякая попытка свести логику к прикладной дисциплине, все равно,
будет ли это сведение в духе английского эмпиризма или американско-
го прагматизма, должна встретить у нас решительное противодействие.
Логика есть и должна остаться философской дисциплиной, изучающей
формы и законы правильного мышления [84, с. 103]».

Отсутствие общесоюзных философских изданий привело к тому,
что серьезные статьи по логике авторы печатали в специализированных
малотиражных провинциальных изданиях типа «Известий» и «Уче-
ных записок». Посвященные различным логическим учениям статьи
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В.Ф. Асмуса, В.К. Чалояна появились в «Известиях» АН Армянской
ССР [18, 83]. В «Докладах» и «Известиях» АН Азербайджанской ССР
печатал статьи по логике А.О. Маковельский [46, 45], в «Сообщени-
ях» АН Грузинской ССР и «Трудах» Института философии АН Гру-
зинской ССР — Л.П. Гокиели. Статьи по логике начали появляться в
«Ученых записках» провинциальных университетов и пединститутов.
Здесь можно назвать работы П.В. Копнина (Томск), Г.А. Курсанова
(Свердловск), А.О. Стернина (Воронеж), В.П. Тугаринова (Калинин).

Надо сказать, что во второй половине 1940-х гг. было два периоди-
ческих продолжающихся издания, которые печатали философские ста-
тьи. Но сегодня об этих изданиях никто не помнит, а потому оказались
позабытыми и статьи, там печатавшиеся. Во-первых, это орган Отде-
ления истории и философии АН СССР журнал «Известия АН СССР.
Серия истории и философии». Несколько меньше половины его пуб-
ликаций приходилось на философские работы. Во-вторых, продолжа-
ющееся издание Института философии АН СССР «Философские за-
писки». Оно играло роль «Ученых записок» Института. Выходили они
нерегулярно, примерно один том в год. Конечно, широкий читатель
зачастую не подозревал о существовании этих изданий. В «Извести-
ях» были опубликованы статья П.С. Попова о логике Аристотеля [55],
статья А.А. Чудова об умозаключении замещения [85] и цикл статей
П.В. Таванца о его теории суждения [73, 75–78, 80, 81].

В I и III выпусках «Философских записок» были напечатаны ста-
тьи П.В. Таванца и В.Ф. Глаголева по теории умозаключений [74,
36], а VI выпуск был весь посвящен вопросам логики. Здесь на-
ряду со статьями идеологического характера, в которых призывали
развивать диалектическую логику, были помещены и несколько про-
фессиональных статей: П.В. Таванца, П.С. Попова, В.Ф. Глаголева,
Е.К. Войшвилло [72, 61, 37, 26].

«Вопросы философии» с первых номеров стали уделять внимание
вопросам логики. Отдел логики в журнале вел П.В. Таванец [79].

3. Группа логики Института философии АН СССР
29 января 1946 г. Дирекция Института обратилась к начальнику Управ-
ления пропаганды и агитации Г.Ф. Александрову с просьбой принять
ее в полном составе, чтобы обсудить необходимые решения по вопросам
дальнейшей разработки и изучения логики [10, л. 13].
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В феврале 1946 г. в Институте философии АН СССР была сформи-
рована группа логики. Ее возглавил П.С. Попов, продолжавший заведо-
вать кафедрой логики на философском факультете МГУ [3, 5]. Решение
Дирекции Института о создании группы и назначении Попова состоя-
лось 26 февраля 1946 г. [9, л. 2]. П.С. Попов был приглашен в Институт
в июне 1945 г. для подготовки учебника логики. К маю 1946 г. он на-
писал три главы учебника элементарной логики. Главы обсуждались
несколько раз. Рукопись была признана удачной, но требующей дора-
ботки. Попов продолжал перерабатывать свой текст [10, л. 69–71; 14,
л. 6]. Для участия в работе группы логики была привлечена С.А. Янов-
ская, которая стала вести теоретический коллоквиум по символической
логике [11, л. 10]. В апреле 1946 г. на должность старшего научного со-
трудника был зачислен Асмус [12, л. 12]. С сентября 1946 г. младшим
научным сотрудником группы стал А.А. Чудов [12, л. 9].

Группа занималась подготовкой и изданием книг по логике и под-
готовкой кадров логиков. В группе логики обсуждались тексты учебни-
ков Строговича, Асмуса [11, л. 10]. В 1946 г. под грифом Института был
издан учебник Г.И. Челпанова. В 1947 г. вышли учебники В.Ф. Асмуса
и С.Н. Виноградова. Редактировал все эти книги А.А. Чудов. В январе–
феврале 1946 г. в ЦК ВКП(б) были внесены предложения об издании
на русском языке книги А. Тарского «Введение в логику и методоло-
гию дедуктивных наук» и «Логика, или искусство мыслить» А. Арно и
П. Николя [10, л. 10, 23]. В феврале 1946 г. в ЦК были направлены ва-
рианты программ курсов логики для вуза и для школы, составленные
Асмусом и Поповым [13, л. 1–28].

Начались первые защиты кандидатских диссертаций по логике.
16 апреля 1946 г. А.А. Ерофеев защитил диссертацию «О символике
в математике и логике» [40]. Оппонентами выступили М.Э. Омельянов-
ский, С.А. Яновская, В.Н. Молодший. Вопросам логики была посвяще-
на четвертая глава диссертации. Диссертант утверждал, что математи-
ческая логика в отличие от математики не является самостоятельной
наукой и может быть использована не только математикой, но и други-
ми науками, главным образом теми, в которых применяется аксиома-
тический метод. Он показал преимущества, которые дает применение
логической символики в математике.

С.А. Яновская отметила нечеткость в определении диссертан-
том понятия «символ» в применении к математике и логике: в ка-
кой мере символ замещает, и в какой — выражает некое содержание.
А.А. Чудов и С.Л. Рубинштейн порекомендовали диссертанту глуб-
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же ознакомиться не только с логико-математической (Фреге), но и
с собственно философской литературой (Моррис, Карнап) по этому
вопросу [14, л. 97–114–об.].

9 июля 1946 г. А.А. Чудов защитил диссертацию «Учение о поня-
тии в логике» [86]. Оппонентами выступили С.А. Яновская и М.А. Лео-
нов [15, л. 1].

В 1946 г. в группе были сделаны следующие доклады: С.А. Янов-
ская «Закон исключенного третьего», В.Ф. Асмус «О течениях в совре-
менной логике Франции», П.В. Таванец «О суждении в атрибутивной
логике и логике отношений». На заседании ученого совета Института
были сделаны доклады: П.Е. Вышинский «Вопросы логики в ранних
работах товарища Сталина» [11, л. 25–26], С.А. Яновская «Лейбниц
как основоположник математической логики» [15, л. 63–68–об.].

3 декабря 1946 г. Дирекция Института философии АН СССР рас-
смотрела итоги работы группы логики. К успехам было отнесено за-
вершение подготовки к изданию учебников Асмуса и Виноградова. До
сотрудников довели решение ЦК об увеличении числа аспирантов по
логике в Институте до 20 человек. В свете новых постановлений, рас-
ширявших масштабы работы, возникла необходимость в структурной
перестройке. Дирекция приняла следующее решение:

«Необходимо создать сектор логики, в котором сконцентрировать всех
советских логиков. Вопросы логики должны разрабатываться в Инсти-
туте философии. Выявлять среди философов желающих переключиться
на логику, поддерживать инициативу отдельных товарищей, желающих
писать учебник по логике» [12, л. 77–77–об.].

Мы не будем рассматривать дальнейшую историю группы логи-
ки, а затем сектора логики. 23 декабря 1947 г. Президиум АН СССР
утвердил новую структуру Института философии АН СССР, куда во-
шел сектор логики, который возглавил А.А. Чудов [6, 4, 67]. Эта задача
требовала бы уже профессионального логического разбора [16]. При-
ведем только воспоминания Б.В. Бирюкова о том, каким был сектор
логики в 1948 г.:

«Недолгое пребывание в аспирантуре академического института было
столь наполнено событиями, что заслуживает специального освещения.
Остановлюсь только на событиях, имеющих отношение к логике. Я по-
знакомился с ранее неизвестным мне представлением силлогистики на
основе “принципа замещения” — с подходом, который в своих докладах
и публикациях развивал А.А. Чудов. Оценить подход Чудова было для



152 С.Н. Корсаков

меня тогда затруднительно, так как я не был знаком ни с алгеброй логи-
ки (особенно в интерпретации Джевонса, где главным правилом вывода
служил как раз упомянутый принцип), ни с трудами М.И. Каринского,
который строил ‘логику отношений’ как теорию умозаключений, тоже
основанную на этом принципе.

Запомнились также доклады Петра Васильевича Таванца, которые он де-
лал на заседаниях Ученого совета Института; докладчик рассказывал о
разработанной им теории суждений и умозаключений. Таванец средств
математической логики не привлекал. Максимум, на что распространя-
лись его логические новации, была логика отношений, дискуссии вокруг
которой только начинались. Рассматривая альтернативу “атрибутивная
логика — логика отношений”, Таванец высказывался в пользу первой,
т.е. логики, признающей универсальной формой суждений их субъектно-
предикатную структуру, противоположный же взгляд осуждал как “иде-
алистический”» [20, с. 41].

4. Курсы для подготовки преподавателей логики в
вузах и школах в 1946 г.

В июле 1946 г. Министерство высшего образования СССР организо-
вало в г. Химки Курсы для подготовки преподавателей логики в ву-
зах и школах. Среди лекторов Курсов были В.Ф. Асмус, П.С. Попов,
С.Н. Виноградов [1].

На курсы прибыли 100 профессоров, доцентов и преподавателей из
университетов и институтов страны. Курсы были рассчитаны на шесть
недель. Читались лекции, проводились семинарские занятия. В семи-
наре по методике преподавания логики проводилось обсуждение новых
программ по логике для высших и средних учебных заведений.

В учебном плане курсов наряду с общими лекциями по логике были
предусмотрены спецкурсы по диалектическому материализму, по кри-
тике современных направлений в логике. Читать спецкурс по истории
логики Минвуз СССР пригласил из Баку А.О. Маковельского. По окон-
чании Курсов Минвуз СССР предложил ему написать учебник по ис-
тории логики. «История логики» А.О. Маковельского вышла в 1967 г.

16 июля на открытии курсов с большой речью выступил академик
Г.Ф. Александров [7]. Это была типичная установочная речь идеоло-
гического руководителя того времени, опубликованный текст которой
отличался от самой речи тем, что из него изымались рассказы о посеще-
нии выступавшим Сталина и о том, что Сталин сказал по поводу обсуж-
даемых здесь вопросов. Именно так, в устной форме, тогда доводились
до общественности установки, которые потом внедрялись в жизнь



Из истории возрождения логики в СССР в 1941–1946 гг. Часть II 153

Александров начал свое выступление с обоснования роли логи-
ки в науке, образовании и жизни. Логика занимает важное место
в философском образовании каждого культурного человека. Она
дисциплинирует мысль, приучает к последовательности рассуждений,
предохраняет от ошибок. Значение изучения логики состоит в созна-
тельном пользовании всей системой правил мышления. Надо сказать,
что Александров имел право говорить о логике, потому что еще в
МИФЛИ хорошо изучил Органон Аристотеля и затронул вопросы
логики в своей книге об Аристотеле.

Находясь на пике острой борьбы с группой Митина — Юдина за
главенство в советской философии, Александров воспользовался случа-
ем, чтобы бросить камешек в этот «огород». Изучение и преподавание
логики, сказал он, раньше было поставлено плохо. Логика как наука
оказалась вне поля зрения философских работников. Это идет от ста-
рых ошибок товарищей, работающих в области философии, продолжал
Александров, когда не в меру ретивые товарищи часто вообще счита-
ли всю прежнюю культуру несовременной и устаревшей. Среди фило-
софских работников были довольно широко распространены взгляды,
согласно которым формальная логика не имеет какой бы то ни бы-
ло ценности и какого-либо значения. Надо покончить с точкой зрения,
которая не признает какой-либо ценности за формальной логикой, под-
черкнул Александров.

Далее Александров перешел к изложению высказываний Сталина,
полученных в ходе личной беседы. Товарищ Сталин, говорил Алексан-
дров, неоднократно обращал внимание на необходимость знания зако-
нов и правил логики нашими кадрами.

«В связи с этим, — продолжил Александров, — я хочу передать один
разговор, который имел место недавно с товарищем Сталиным по поводу
изучения логики. Работники Управления пропаганды и агитации были у
товарища Сталина в связи с вопросами теоретической и идеологической
работы. В конце беседы мы решили спросить у товарища Сталина — мо-
жет быть нам в области изучения логики начать с того, чтобы опублико-
вать несколько статей о логике в журнале “Большевик”? Товарищ Сталин
заинтересовался и начал расспрашивать о том, какие вообще имеют место
суждения среди философов по вопросам логики. Я рассказал о спорах по
вопросам логики, сказал, что некоторые вовсе отвергают необходимость
изучения этой науки, считают ее тряпичным старьем, к которому стыдно
обращаться, другие считают, что это — элемент диалектической логики,
третьи — что логика — это вообще самостоятельная наука. Оказалось,
что сам товарищ Сталин все читал, что написано по вопросам логики,
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и начал критиковать. Товарищ Сталин критиковал взгляд, согласно ко-
торому некоторые желают как-то дополнить формальную логику диа-
лектической или наоборот. Товарищ Сталин сказал, что из всех статей
и выступлений по этому вопросу не поймешь, какую же логику изуча-
ют. Например, говорят о законе тождества. Люди пишут, что закон этот
нужно изучать, но вслед за этим говорят, что закон этот недействитель-
ный, что его нельзя применять, что он не имеет значения, что он снят
и опровергнут логикой диалектической. Спрашивается: зачем же нуж-
но изучать закон, снятый и опровергнутый — закон тождества. Товарищ
Сталин сказал, что нужно изучать формальную логику и еще раз по-
вторил эту свою мысль. Что касается диалектики, то товарищ Сталин
сказал: “Какая может быть диалектика до тех пор, пока не знают фор-
мальной логики?”. Указания товарища Сталина совершенно очевидные и
ясные — нужно изучать формальную логику» [7, л. 10–11].

Затем Александров рассказал еще об одном высказывании Стали-
на, которое ярко характеризует уровень его мышления. Сталин сказал,
что много есть еще людей, которые рассуждают по «крестьянской
логике». Вот, например, в ночь на 22 июня 1941 г. была красная
луна, и по «крестьянской логике» она принесла с собой войну. Так,
своими словами и «терминами» знаток литературы по формальной
логике излагал логическую ошибку «после этого, значит по причине
этого». А знаток Органона сидел и записывал эти благоглупости в
качестве высших истин, которые надо будет потом донести дословно
до советской общественности.

В сентябре 1946 г. итоги работы курсов были подведены на сове-
щании в Институте философии АН СССР [12, л. 46].

5. Первые кафедры логики в высших учебных
заведениях

Б.В. Бирюков пишет, что кафедра логики на философском факультете
МГУ была создана в августе 1943 г., и приводит соответствующий при-
каз об образовании кафедры и назначении и.о. заведующего П.С. По-
пова, ссылаясь на Архив МГУ [22, с. 12]. Опираясь на воспоминания
современников, Б.В. Бирюков пишет, что логику в МГУ в это время
преподавали А.Ф. Лосев, З.Я. Белецкий, П.С. Попов [22, с. 153–154].
Но из личного дела П.С. Попова, хранящегося в том же самом Архиве
МГУ, следует, что он стал и.о. заведующего кафедрой логики в феврале
1945 г. [3]. Вопрос о времени и формах возникновения кафедры логи-
ки МГУ, видимо, нуждается в дополнительном изучении. Возможно,
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здесь следует различать стадию решения об образовании той или иной
структуры и стадию реального осуществления этого решения.

П.С. Попов читал курс логики еще в бытность свою преподавате-
лем Нижегородского университета в 1919–1921 гг. В 1926 г. в сборни-
ке «Пути реализма» им были опубликованы статьи по логике [59, 60].
В должности заведующего кафедрой логики философского факультета
МГУ П.С. Попов был официально утвержден в октябре 1947 г. В 1947 г.
он опубликовал в журнале «Вопросы философии» работу М.И. Ка-
ринского, ставшую к тому времени библиографической редкостью [58].
Профессором кафедры логики стал В.Ф. Асмус. А.И. Уемов вспоминал,
как еще до создания кафедры, в 1945 г. Асмус читал в МГУ публич-
ную лекцию «Предмет и значение логики», где убедительно показывал
необходимость логики для правильного мышления [28, с. 87].

В 1946–1947 учебном году кафедра развернула преподавание кур-
са логики на гуманитарных факультетах в объеме 54 акад. часов,
и в значительно большем объеме для студентов философского фа-
культета. Пользовались на занятиях пока что учебником Челпанова.
Правда, осваивать решение логических задач многим студентам было
трудно. Читать спецкурс по математической логике была приглашена
С.А. Яновская [65].

На кафедре кроме П.С. Попова и В.Ф. Асмуса работал в долж-
ности доцента С.Н. Виноградов. В 1946 г. он защитил здесь кандидат-
скую диссертацию «Основные проблемы формальной логики». Работа
отличалась ясностью изложения. К ней были приложены упражнения и
задачи, примеры для которых автор брал из русской классической ли-
тературы [71]. Б.В. Бирюков писал в воспоминаниях о том, как сдавал
С.Н. Виноградову экзамен по логике. Виноградов принимал экзамен
вдумчиво и взыскательно [21, с. 154].

В 1947 г. на кафедре прошла защита кандидатской диссертации
П.С. Козьякова «О соотношении формальной и диалектической логи-
ки». Диссертант отметил ценность формальной логики не только для
научного познания, но и для диалектического мышления [70].

В сентябре 1946 г. в Академии общественных наук при ЦК ВКП(б)
была образована кафедра логики и психологии. Заведующим кафедрой
был назначен психолог Б.М. Теплов. Заместителем заведующего по во-
просам логики был назначен П.Е. Вышинский, который читал здесь
курс логики с января 1946 г. [66]. П.Е. Вышинский был из тех партий-
ных философов, кого партия «бросила» закрыть брешь в преподавании
логики. Эти философы мало понимали в логике, но принесли поль-
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зу пропагандой значимости логики среди советской общественности. В
октябре 1946 г. П.Е. Вышинский выступил в Доме писателей с докла-
дом «Значение изучения логики советскими писателями». По поруче-
нию кафедры П.Е. Вышинский подготовил в 1947 г. брошюру «О зако-
нах мышления», а в 1948 г. рекомендательную Программу по логике.

В своих статьях он активно выступал за «партийность» в разработ-
ке вопросов логики [32]. Особенно он настаивал на «идейности» в подбо-
ре иллюстративного материала, чтобы учить советских людей логиче-
скому мышлению на идеологически выверенных примерах. Досталось
от него учебнику Асмуса — именно за перенасыщенность примерами
из материала математики и естественных наук, которые сами по себе
сложны и потому только затрудняют усвоение собственно логическо-
го материала. В другой статье П.Е. Вышинский писал, что логическая
правильность не может не зависеть от содержания и должна обеспечи-
вать истинность выводов [34].

В ноябре 1946 г. на кафедру логики и психологии АОН после
многих лет пребывания вне философских структур был приглашен на
должность старшего научного сотрудника А.С. Ахманов [2]. В апреле
1947 г. он перешел старшим преподавателем на кафедру логики фи-
лософского факультета МГУ, откуда был уволен в августе 1952 г. С
сентября 1949 г. А.С. Ахманов работал в Московском областном педин-
ституте. 11 января 1951 г. он защитил здесь кандидатскую диссертацию
«Логические учения Древней Греции классического периода».

Б.В. Бирюков приводит факты о том, что в ЛГУ логика стала пре-
подаваться с сентября 1943 г. [21, с. 138]. В сентябре 1947 г. на фило-
софском факультете Ленинградского университета была сформирована
кафедра логики. И.о. заведующего кафедрой стал старший преподава-
тель М.И. Кинкулькин. В августе 1949 г. после защиты кандидатской
диссертации в АОН при ЦК ВКП(б) заведовать этой кафедрой был
направлен И.Я. Чупахин [68]. На кафедре работали А.Т. Дмитриев,
П.Н. Пипуныров, С.И. Поварнин, Н.П. Попов. Ленинградские логики
использовали для публикации своих работ материалы Научных сессий
ЛГУ по философской секции, философские выпуски «Ученых записок»
ЛГУ и журнал «Вестник Ленинградского университета» [43, 51, 52]. На
кафедре прошли первые защиты. В 1952 г. Н.П. Попов защитил канди-
датскую диссертацию «Об определении понятий» [53].
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6. Новое «закручивание гаек» в отношении логики

В 1947–1948 гг. в процессе возрождения логики количество перешло в
качество. Началась регулярная защита диссертаций по логике [41, 39]. В
1947–1948 гг. стараниями С.А. Яновской и В.Ф. Асмуса были выпущены
переводы зарубежных учебников по современной логике.

Не выходя существенно за хронологические рамки нашей статьи,
обозначим пунктиром основные тенденции развития логики в СССР
в последующие годы, имея в виду социально-политические аспекты
этого развития.

Не успела логика восстановиться, как ее снова принялись обвинять
в формализме, а вскоре дело дошло до споров о том, какая логика луч-
ше — формальная или диалектическая.

Становление кафедры логики в МГУ было прервано приказом ми-
нистра высшего образования СССР С.В. Кафтанова от 23 марта 1948 г.
Приказ вышел по итогам министерской проверки работы кафедры ло-
гики МГУ. В приказе кафедра и персонально Попов, Асмус и Вино-
градов были обвинены в формализме. Б.В. Бирюков приводит доку-
менты о том, что аналогичной проверке 24 апреля 1948 г. подверглась
кафедра логики ЛГУ. В принятом по результатам проверки документе
говорилось, что «в работе кафедры логики были крупные недостат-
ки, в основном совпадающие с недостатками, вскрытыми Министер-
ством высшего образования в работе кафедры логики Московского го-
сударственного университета», т.е. «игнорировали имена представите-
лей советской науки», «допускались идеалистические, формалистиче-
ские ошибки» [22, с. 82].

В целях борьбы с формализмом в логике Министерством высшего
образования СССР было решено созвать Всесоюзное совещание по
логике. Совещание прошло 21–26 июня 1948 г. С тематическими
докладами на совещании выступили Б.М. Кедров, П.Е. Вышинский,
А.А. Чудов, П.В. Таванец.

В докладе начальника отдела преподавания общественных наук
Минвуза СССР Н.С. Шевцова было сказано, что руководство кафед-
рой логики МГУ поставлено совершенно неудовлетворительно. Чинов-
ник от философии обвинил Попова и Асмуса в объективистской подаче
материала в курсе логики [87]. Зам. министра высшего образования
СССР В.И. Светлов призвал участников совещания «всесторонне» об-
судить учебник Асмуса. В родившемся совсем недавно в муках учебнике
нашли аполитичность и безыдейность. Делегаты совещания обвинили
Асмуса в том, что по учебнику Асмуса совершенно невозможно уста-
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новить позицию автора, или хотя бы его точку зрения на какой-либо
отдельный вопрос логики, что он нигде не выступил с критикой свое-
го учебника, а также в том, что он пытался помешать обсуждению его
формалистических ошибок на данном совещании, утверждая, что уже
на 60 процентов обновил книгу и продолжает ее дорабатывать [63].

В.Ф. Асмус хоть и бывал часто «бит» идеологами, но так и не при-
вык к ритуалам массовых обсуждений-осуждений сталинского време-
ни. Поэтому повел себя на совещании «неправильно», провоцируя своей
позицией новые проработки. Он не только не отказался от своих «оши-
бочных» установок, но даже пытался их отстаивать. Видимо, скрывая
иронию, он заявил, что «мы еще очень далеки от понимания сущно-
сти формализма» [49]. Мол, вы сначала строго логически определите,
что такое формализм, а потом уже делайте громогласные обвинения.
Досталось на совещании и П.С. Попову. Его программа по логике была
признана непригодной. Попов так и не смог ответить, что он делает для
устранения «вредного отрыва» преподавания логики от задач социали-
стического строительства.

В 1949 г. на V Всесоюзном совещании заведующих кафедрами
марксизма-ленинизма и философии высших учебных заведений вновь
принялись прорабатывать В.Ф. Асмуса и С.Н. Виноградова за их учеб-
ники логики. В своем докладе министр высшего образования СССР
С.В. Кафтанов заявил, что преподавание на кафедре логики Москов-
ского университета строится на материалах далекого прошлого, что в
своих печатных работах члены кафедры профессор Асмус и доцент Ви-
ноградов избегают изучения живого мышления советских людей, не по-
могают учащимся овладевать законами правильного мышления на при-
мерах из советской действительности [42]. На совещании было решено
издать новую типовую программу по логике для вузов [47].

Участники совещания, и среди них М.С. Строгович, принялись
дружно критиковать В.Ф. Асмуса за аполитичность и формализм. В.Ф.
Асмус понимал теперь, что если он вовремя не «признает» допущен-
ные «ошибки», то последствия могут быть плохими не только для него,
но и для кафедры логики. Ему пришлось выступить и признать кри-
тику «справедливой». Он сказал, что занимается переработкой учеб-
ного курса логики с учетом высказанной критики. О своем учебнике
Асмус сказал: «В книге не была раскрыта противоположность между
материалистическим и идеалистическим пониманием предмета логики,
не развернута острая, боевая критика реакционных идеалистических и
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формалистических учений, распространяемых современными логиками
капиталистических стран» [27, с. 368].

Но «соль» выступления была не в этих дежурных ритуальных
фразах. Асмус закончил выступление, сказав, что в его учебнике
мало примеров, показывающих, как классики марксизма-ленинизма
выступают мастерами и корифеями в применении логики. Ведь не
только для материалистической диалектики, но также и для логи-
ки, сказал Асмус, труды классиков марксизма-ленинизма «представ-
ляют неоценимый и притом единственно непререкаемо авторитетный
для нас источник» [24, с. 49]. Если перевести эти слова с ритуально-
бюрократического языка на общепонятный, автор учебника признал,
что вместо примеров «из современной науки», как делал это он, поло-
жения учебника логики надо было иллюстрировать примерами из речей
Сталина.

В результате на кафедре логики философского факультета МГУ
было сменено руководство. Началась бесплодная борьба сторонников
формальной и диалектической логики. На протяжении 1950 и 1951 гг.
«Вопросы философии» вместо позитивной разработки логики из номе-
ра в номер печатали статьи о все той же проблеме соотношения фор-
мальной и диалектической логики.

7. Заключение

В статье рассмотрен начальный этап процесса возрождения логики:
1941–1946 гг. Последующее развитие логики в нашей стране не входит
в задачи статьи. Оно нуждается в более широком и фундаментальном
исследовании.

Мы рассказали о некоторых событиях из истории возрождения ло-
гики в нашей стране, опираясь на документы фонда Института филосо-
фии АН СССР, Архива РАН за 1941–1946 гг. Это — только начало такой
работы. У историков логики в этом отношении большие перспективы.
Прежде всего, мы совершенно не касались специальных вопросов логи-
ки. Поэтому специалистам по логике было бы необходимо просмотреть
те же самые архивные дела под соответствующим углом зрения. Далее
открываются широкие перспективы поиска: в том же фонде за другие
годы, начиная с 1947 г., в других фондах Архива РАН, например, в
фонде Отделения истории и философии АН СССР, в фондах Управ-
ления пропаганды и агитации и Идеологического отдела ЦК ВКП(б) в
Российском государственном архиве социально-политической истории,
в Архиве МГУ. В Государственном архиве Российской Федерации долж-
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ны храниться документы, связанные с реализаций постановления ЦК о
преподавании логики в средней школе. Незаменимым пособием в работе
будет библиографический указатель А.П. Примаковского [62].

Желаем историкам логики успехов!
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Недостоверность принципов логики1

1. Наука рассматривает повторяемость во времени явлений, каче-
ственно различных, но взаимно согласованных. Это выделение наблю-
даемой и повторяемой идеи возникает из внерелигиозного разделения2

субъекта и не достигнутой достижимости, которая утверждается как
нечто иное. Разум пытается постичь эту достижимость через немед-
ленно достижимые сущности с помощью математической системы по-
нятий, порожденной абстракцией повторяемости.

Любая сущность, представимая как недостигнутая достижимость,
может быть рассмотрена в системе понимаемых умственно образов —
в том числе и религия. Но наука о религии сама внерелигиозна: она
может послужить чьему-то утешению, или быть просто игрой ума, или
служить некоторым целям.

И наука, как и все внерелигиозное, не обоснована ни верой, ни сама
собой. Так, математическая система понятий не может быть надежным
помощником нашего восприятия, если ее неограниченно распростра-
нить вне области исходных ее восприятий.

Поэтому логические рассуждения, проведенные в отрыве от наблю-
дений, могут привести к неприемлемым следствиям из научно обосно-
ванных посылок.

На основе опыта геометрии, где из допущенных посылок с помо-
щью логики были выведены лишь бесспорные следствия, классические
воззрения объявили логическое рассуждение единственным методом
построения науки, а логические принципы — человеческими орудиями
построения науки.

Но геометрическое рассуждение истинно лишь внутри математи-
ческой системы, построенной чистым разумом независимо от опыта, и

1Впервые опубликовано в 1908 г. в журнале «Tijdschrift voor Wijsbegeerte».
Предложенный вариант перевода соответствует опубликованному в сборнике
«Wiskunde, Waarheid, Werkelijkheid» в 1919 г. под редакцией П. Ноордхоффа в
Гронингене.

2Способность, возникшая из первородного греха страха и желания, но затем про-
являющаяся уже без возникновения страха или желания.

c⃝ Непейвода А.Н., перевод
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факт, что общепринятый геометрический опыт так устойчиво подтвер-
ждает выводы в этой математической системе, не должен рассматри-
ваться как бесспорный, как и любой естественнонаучный факт.

Понимание недостоверности логического рассуждения в естествен-
ной науке влечет неубедительность рассуждений Аристотеля о строе-
нии природы без их проверки на практике; что истины, открытые Спи-
нозой, воспринимаются в отрыве от его логической системы; что нас
больше не смущают антиномии Канта или отсутствие в физике гипо-
тез, которые выполнялись бы вместе со всеми своими следствиями.

Более того, в отношении наблюдаемых реалий, уложенных на про-
крустово ложе математической системы, логические принципы — сред-
ство не направляющее, а описывающее закономерности, уже ранее заме-
ченные в языке рассуждений. И если пользоваться ими в речи в отрыве
от математических систем, всегда можно впасть в парадоксы, подобные
парадоксу Эпименида3.

2. Религиозная истина, т.е. мудрость, не различает субъект и нечто
иное; в ней нет математического познания, поскольку нет изначального
понятия времени, так что логика в ней тем более недостоверна. Напро-
тив, язык интроспективной мудрости выглядит беспорядочным, алогич-
ным, поскольку он не навязан жизненными установками, а способству-
ет их разрушению, тем самым, возможно, помогая выявить мудрость,
повлекшую его.

3. Остается вопрос, неоспоримы ли логические принципы хотя бы
в математических системах, свободных от живого содержания, т.е. в
системах, порожденных постулированной абстракцией повторяемости
и повторения, абстрактной интуицией времени и первичной матема-
тической интуицией. Во все времена логика уверенно применялась в
математике; никто не сомневался, выполняются ли следствия, логиче-
ски выведенные из постулатов, если сами постулаты выполняются. Те-
перь, когда построены парадоксы, кажется, чисто математической при-
роды4, вызывающие недоверие к неограниченному применению логики

3Прим. перев. Парадоксу лжеца.
4G. Burali-Forti, Rend. Circ. Mat. Palermo 11 (1897), стр. 154–164. E. Zermelo,

Math. Annalen 59 (1904), s. 514–516. J. Koenig, Math. Annalen 61 (1905), s. 156–160. J.
Richard, Rev. Gen. Sci. 16 (1905), p. 551 [Acta math. 30 (1906), p. 295–296]]. B. Russell,
The Principles of Mathematics, Part I, Chapter 10. Попытки разрешить эти парадоксы
см., кроме того, в следующих работах: H. Poincare, Rev, Metaphys. Morale 1905, 1906.
J. Mollerup, Math. Annalen 64 (1907), p. 231–238. A. Schoenflies, Die Entwickelung
der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, 2. Teil (Jahresber. Deutsch. Math. Ver.,
Erganzungsband 2), Leipzig 1908, Kap. 1, P. 7.
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в математике, некоторые математики отказались от идеи, что логика
имманентна математике, и пытаются строить совместно математику и
логику5, в русле школы логицизма, основанной Пеано. Но можно пока-
зать, что эти парадоксы возникают из той же ошибки, что и парадокс
Эпименида, а именно что правила языка, описывающего математику,
применяются в языке, состоящем из математических слов, но не опи-
сывающем математику; далее, что логицизм привязан как раз к языку
математики, а не к самой математике, следовательно, не может внести
в математику ясность. Наконец, все парадоксы исчезают, если ограни-
читься рассуждением о системах, которые могут быть явно построены
первичной математической интуицией, иными словами, когда не логика
имманентна математике, а математика — логике.

Остается более узкий вопрос: работая с чисто математическими
сущностями и преобразованиями, можно ли временно пренебречь об-
ращением к построениям математической системы и работать внутри
сопровождающего их языка, следуя законам силлогизма, противоречия
и исключенного третьего, будучи уверенными, что, возвращаясь в об-
ласть математических построений, мы всегда сможем подтвердить ими
такие рассуждения?

Будет показано, что есть прочные основания для такой уверенно-
сти в первых двух законах, но не в третьем.

Начнем с силлогизма. Он выводит из построения6 системы В в
системе С, совместно с построением системы А в системе В, прямое
построение системы А в системе С, а это не более, чем тавтология.

Принцип противоречия также бесспорен: завершение построения
системы А в системе В и столкновение с невозможностью такого по-
строения исключают друг друга.

Теперь о законе исключенного третьего: он требует, чтобы каждое
предположение было либо истинно, либо ложно. В математике это зна-
чит, что заданное построение системы в иной системе некоторым опре-
деленным образом всегда либо успешно завершается, либо прерывает-
ся построением противоречия. Таким образом, вопрос о выполнимости
закона исключенного третьего равносилен вопросу о существовании
неразрешимых математических задач. Хотя высказывалось убежде-

5В частности, Гильберт (Verh. 3. intern. Math. Kongress Heidelberg 1904, s. 174
[[Grundlagen der Geometrie, Anhang VII, s. 246]].

6Прим. перев. Здесь в оригинале «de inpassing», что в L. E. J. Brouwer, collected
works, Volume 1, Philosophy and foundations of mathematics, edited by Heyting A.,
переведено как «imbedding», а у M. van Atten и G.Sundholm — как «fitting».
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ние, что неразрешимых математических задач не существует7, нет ни-
каких признаков его подтверждения.

Когда рассматриваются только конечные дискретные системы, ис-
следование возможности или невозможности построения всегда приво-
дит к результату и выдает ответ, так что закон исключенного третьего
в таких случаях — надежный способ рассуждения8.

Свойства бесконечных систем также могут быть установлены с по-
мощью конечных средств. Это достигается исследованием счетно бес-
конечной последовательности посредством полной индукции9, а именно
наблюдением свойств, т.е. построений, выполняющихся для произволь-
ного натурального числа, а также противоречий, т.е. невозможностей
построения, возникающих для произвольного натурального числа.

Однако то, что из существующего языка задачи можно построить
язык, в котором полная индукция будет действенна для инварианта
счетно бесконечной последовательности, и таким образом разрешить
саму задачу, можно обнаружить лишь постфактум, когда такой язык
уже построен.

Ведь множество систем, которые могут быть построены для описа-
ния задачи, счетно незавершенное10, следовательно, оно не может быть
механически исследовано на существование или не-существование си-
стемы, которая решает задачу. Не исключено также, что посредством
счастливого озарения, которое чаще всего ведет к решению, удастся
увидеть в счетно незавершенном множестве возможных систем описа-
ния задачи нечто такое, что докажет ее неразрешимость.

Так что для бесконечных систем закон исключенного третьего пока
нельзя считать надежным. Но тем не менее, при неоправданном приме-

7См. D. Hilbert, Mathematische Probleme, Gottinger Nachr. 1900, s. 253–297 [[Ges.
Math. Abh. Ill, s. 290–329]]. J. Schoenflies (и пр.) также безусловно принимает спо-
соб косвенного доказательства, который он ошибочно считает зависящим лишь от
закона противоречия.

8В частных случаях такое исследование может даже быть проведено машиной
или дрессированным животным, оно не требует основной интуиции математики че-
ловека. Но в случае вопросов о бесконечных множествах основная математическая
интуиция необходима; пренебрегая этим фактом, Пеано и Рассел, Кантор и Берн-
штейн допустили ошибки.

9Кажется, лишь Пуанкаре признал математическую индукцию ’le raisonnement
mathematique par excellence’. См. La Science et PHypothese, Paris 1902, Chap. 1.

10Прим. перев. «Под счетно незавершенным множеством мы имеем в виду то, в
котором можно явно выделить лишь счетную группу, но потом, согласно некоторому
заранее описанному процессу, выводить из элементов этой группы новые элементы
данного множества». (L.E.J. Brouwer. PhD thesis, Universiteit van Amsterdam, 1907,
s. 148)
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нении он никогда не может столкнуться с противоречием и посредством
него обнаружить несостоятельность рассуждений с его использовани-
ем. Ведь тогда невозможность построения выполнится одновременно
с невозможностью невозможности построения, что запрещено законом
противоречия11.

Наглядным примером является следующее недоказанное, но в об-
щем воспринимаемое как верное и часто применяемое в теории бес-
конечных чисел утверждение, следующее из принципа исключенного
третьего, что каждое число либо конечно, либо бесконечно. Иными сло-
вами, что для каждого числа γ можно построить:

либо отображение γ в последовательность натуральных чисел та-
кое, что некоторое число α в этой последовательности — последнее (т. е.
числа α+ 1, α+ 2, α+ 3, ... в нее не входят).

либо отображение γ или его части на всю последовательность на-
туральных чисел12.

Пока это утверждение не подтверждено построением, не следует
быть уверенным, что разрешимы вопросы вроде:

Существует ли в десятичном разложении числа π цифра, встре-
чающаяся заведомо чаще, чем все остальные?

Существует ли в десятичном разложении π бесконечно много пар
одинаковых цифр, стоящих рядом? 13 14

И также остается неясным, имеет ли решение более общий мате-
матический вопрос:

11Прим. ред. Позже сам Брауэр установил, что здесь он был слишком оптими-
стичен и неявно воспользовался принципом снятия двойного отрицания. Наиболее
ярким опровергающим примером стали его беззаконные и творческие последова-
тельности (А. Гейтинг, Интуиционизм. Введение, п. 8.1).

12Если эта теорема ложна, ее ложность не удастся показать построением противо-
речия, поскольку невозможно, чтобы одновременно построение α+ 1, α+ 2, α+ 3...
натолкнулось на противоречие и это противоречие оказалось противоречивым.

13Таким образом, теоремы, обычно рассматриваемые в математике как доказан-
ные, должны быть разделены на те, которые выполнены, и те, противоречивость
которых нельзя доказать. Равенства в алгебре и анализе относятся к первым; так
же, как и теоремы геометрии об инцидентности и теорема, что мощность множества
точек не может быть иной, чем конечная, счетно бесконечная, счетно незавершенная
и континуум (L.E.J. Brouwer. PhD thesis, Universiteit van Amsterdam, 1907, s. 149).
Ко вторым относятся теорема, что множество точек имеет в точности одну из этих
мощностей, а также, что замкнутое множество может быть разделено на совершен-
ное и счетное множества.

14Прим. ред. В примечании 2 Брауэр вновь оказался слишком оптимистичным.
Гипотеза континуума просто неразрешима, и утверждать что-то завершенное о мощ-
ности произвольных множеств точек нельзя.
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Действителен ли в математике безусловный закон исключенного
третьего?

Резюмируя:
В мудрости нет логики.
В естественных науках логика часто используется, но не обязатель-

но выдерживает неограниченное применение.
В математике неясно, вся ли логика допустима, и неясно, можно

ли разрешить вопрос о том, вся ли она допустима.

Перевод с датского А.Н. Непейводы
Редактор перевода — Н.Н. Непейвода
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